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RESUMO 
 

O presente trabalho realiza um estudo sobre o sistema de cadastro escolar de Belo Horizonte, que 

completa, em 2013, 20 anos desde seu início. O sistema de cadastro é um procedimento de 

sugestão de matrículas para os alunos do ensino básico moradores de Belo Horizonte 

requisitantes de uma vaga nas escolas públicas municipais e estaduais da capital. Essa tese se 

propôs a investigar como o sistema de cadastro aloca os alunos nas escolas e quais os efeitos 

desta alocação sugerida no aprendizado dos alunos, medido pela proficiência do Programa de 

Avaliação da Rede Pública de Educação Básica (PROEB-MG), prova de língua portuguesa. 

Foram analisados alunos do 5º ano do ensino fundamental matriculados no ano de 2010. 

 

Para se alcançar esse objetivo, a tese empregou como marco teórico três principais referências da 

literatura: a literatura de casamentos de Becker (1991) que foi extrapolada para formação de 

pares entre alunos e escolas, a literatura de algoritmos de pareamento iniciada por Gale & 

Shapley (1962) e apresentada em detalhes por Roth & Sotomayor (1990), e a literatura sobre, 

eficácia escolar, school choice e efeito do território sobre o aprendizado. 

 

Com uso do PROEB, Censo Escolar e dados das escolas, fornecidos pela Secretaria Municipal de 

Educação (SME/PBH) e Secretaria Estadual de Educação (SEE/MG), estruturou-se um banco de 

dados georreferenciado de alunos e escolas e obteve-se a distância euclidiana de cada aluno para 

cada escola presente no banco. O banco final obteve 16.354 alunos e 296 escolas, com diversas 

informações características do aluno, da escola e do território. Dividido em bairros, grupos de 

bairros e regiões administrativas. Por meio do banco foi possível obter informações de 

mobilidade dos estudantes na cidade.  

 

Por meio dos algoritmos de pareamento, e com o uso dos parâmetros obtidos na análise 

exploratória, propôs-se novas alocações para os alunos. Verificou-se quais efeitos essas alocações 

podem acrescentar à proficiência média. Pelas simulações, os efeitos finais dão conta que o 

sistema de cadastro acrescentou 10 pontos de proficiência média para a prova de português. 

Outras simulações sugerem que é possível acrescentar, além dos 10 pontos anteriores, cerca de 9 

pontos a mais à proficiência, caso se adote outros tipos de alocações que encurtem ainda mais as 

distâncias dos alunos até as escolas. 
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ABSTRACT 

This thesis conducts a study of the school registration system in Belo Horizonte, Brazil, this 

system completed, in 2013, 20 years since its inception. The system performs a registration 

procedure and suggests enrollment places for public elementary schools for students living in 

Belo Horizonte. This thesis aims to investigate how the registration system allocates students in 

schools and what effects this suggested allocation has on student learning, measured by their 

proficiency in PROEB-MG (Programa de Avaliação da Rede Pública de Educação Básica), a 

Portuguese language test for students in the 5th year of the elementary education system, in the 

term of 2010. 

 

To achieve this goal, three main references in the literature were employed: the literature of 

marriages of Becker (1991), extended to pairing between students and schools, the matching 

algorithms literature initiated by Gale & Shapley (1962) and presented in detail by Roth & 

Sotomayor (1990), and the one of school effectiveness, school choice and effect of territory on 

learning. 

 

The data from PROEB, School Census and schools, provided by the Municipal Education (SME/ 

PBH) and the State Secretariat for Education (SEE/MG) was merged and structured into a 

georeferenced database of students and schools with Euclidean distance of each student to actual 

schools. The final database obtained 16,354 students and 296 schools, with several information 

characteristics of the student, school and location: city districts, groups of districts and 

administrative regions. This database allowed obtaining information on student mobility and 

building indicators for students changing districts and regions to study in different places of the 

capital. 

 

Matching algorithms and parameters obtained in the exploratory analysis set out new allocations 

for students. These effects could be added to the proposed allocations average proficiency. 

Simulations showed that the final proficiency effects could be increased by 10 points on the 

average. Other simulations suggest that that it is possible to aggregate more 9 points of 

proficiency if other types of allocations that further shorten the distances of students to schools 

are used. 
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1. INTRODUÇÃO 
 

O sistema de cadastro escolar de Belo Horizonte completa 20 anos em 2013 e foi implantado para 

racionalizar o processo de matrículas em escolas públicas da rede municipal e estadual do 

município. O sistema se aplica à todas as séries do ensino básico (fundamental e médio), sendo 

que o primeiro ano do fundamental, o ensino alfabetizante, ocupa um papel importante no 

processo. O sistema de cadastro coleta dados de moradia fornecidos pelos pais ou responsáveis e 

sugere, antes do início do ano letivo, em qual escola os alunos devem se matricular. 

  

O sistema foi elaborado ao longo do ano de 1992 e as primeiras turmas cadastradas ocorreram em 

1993. Desde aquela data, a mecânica do sistema continua a mesma, houve, porém, 

aperfeiçoamentos na coleta e registro da informação, no georreferenciamento de escolas e, 

principalmente, na obtenção do endereço dos alunos. Ocorreram avanços também no tratamento 

das matrículas para o ensino médio, e nos procedimentos dos casos excepcionais, tais como 

mudança de endereço, saída e consequente volta para o sistema, alunos com necessidades 

especiais, ou o problema de inconveniência ou inadequação da escola sugerida. 

 

A proposta deste trabalho é estudar os efeitos da alocação sugerida pelo cadastro escolar no 

desempenho cognitivo dos estudantes do 5º ano do ensino fundamental.
1
 O desempenho 

cognitivo será medido pelos escores da prova do PROEB-MG (Programa de Avaliação da Rede 

Pública de Educação Básica), que avalia os estudantes nas disciplinas de língua portuguesa e 

matemática. Os dados foram coletados para o ano de 2010, e o trabalho se atém aos resultados da 

prova de português. 

 

Um dos problemas relacionados à captura dos efeitos da alocação na proficiência média dos 

alunos está no fato de que alocações alternativas não foram testadas. O primeiro ano de avaliação 

do PROEB foi 2002, quando o sistema de cadastro já havia completado 9 anos desde sua primeira 

implementação e a primeira prova do SAEB (Sistema de Avaliação da Educação Básica) foi 

aplicada em 1995, exame amostral e não censitário como o PROEB. Não há, portanto, nenhum 

                                                           
1
 Cabe aqui ressaltar que ao longo da última década um ano a mais de estudo foi acrescido ao ensino fundamental, 

que possui agora obrigação mínima de nove anos: o ensino alfabetizante para crianças de 6 anos, que pertencia antes 

ao ensino infantil, foi incluído nos anos de estudo do ensino fundamental. Ao longo deste trabalho estaremos no 

referindo à antiga 4ª série, ou o atual 5º ano. 
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levantamento da proficiência anterior ao sistema de cadastro de Belo Horizonte. Por conta dessas 

particularidades, essa tese se baseia em simulações para captar como poderia ser a proficiência 

antes da implantação de um cadastro, bem como simular situações alternativas para a alocação de 

alunos e escolas, que forneçam melhores resultados para o aprendizado. 

 

Para a elaboração das simulações, a tese emprega os algoritmos da literatura de pareamento: a 

literatura de two-sided matching. Particularmente dois algoritmos serão destacados: o algoritmo 

deferred-acceptance, pioneiramente proposto por Gale & Shapley (1962), e o algoritmo de Top 

Trading Cycles, proposto pela primeira vez em artigo seminal publicado por Shapley & Scarf 

(1974) e para o qual se credita importante contribuição não publicada do professor David Gale. 

Desde os anos 60 e 70 essa literatura cresceu com bastante vigor, sendo aplicada em diferentes 

campos, inclusive no estudo de alocação de estudantes e escolas, e possui aplicações em diversas 

partes do mundo. 

 

No Brasil, essa literatura contou grandes progressos nos trabalhos desenvolvidos pela professora 

Marilda Antônia de Oliveira Sotomayor, que escreveu, em parceria com Alvin E. Roth, um dos 

best-sellers da área de two-sided markets (Roth & Sotomayor, 1990). Em aplicações deste 

trabalho para o Brasil, tem-se como exemplos Sotomayor (1996a) e Bardella (2005), que 

estudaram a alocação de estudantes e centros de pós-graduação em economia proporcionados 

pelo sistema de seleção da ANPEC (Associação Nacional dos Centros de Pós Graduação em 

Economia). É de particular importância para esta tese o trabalho de dissertação defendido por 

Fernandes (2007), que analisou o sistema de cadastramento das escolas públicas de São Paulo, 

sob a perspectiva de teoria de jogos (ver capítulo 2). 

 

Os algoritmos acima mencionados moldaram as simulações realizadas na presente tese, e com 

isto serviram de base para o estudo das implicações de políticas públicas sobre sistemas 

alternativos de alocação dos estudantes. Em outras palavras, uma contribuição desta tese é 

estabelecer a relação entre a alocação e o bem-estar social. E, no caso, mede-se o bem-estar 

vinculado somente ao quesito educação, melhor dizendo, à aprendizagem, que foi medida pela 

proficiência média dos estudantes do 5º ano do fundamental. 
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Duas outras literaturas pertinentes para o tema são a literatura de casamentos proposta por Becker 

(1973 e 1974) e a literatura sobre os efeitos do espaço urbano e características do território no 

aprendizado de estudantes, ver Ribeiro & Katzman (2008). 

 

Existe uma interseção entre a bibliografia de casamentos de Becker (1973 e 1974), e a literatura 

dos casamentos do two-sided markets. Essa interseção é explicitamente identificada por Roth & 

Sotomayor (1990) e Becker (1991), e é mais bem elaborada por Browning, Chiappori & Weiss 

(2011). 

 

A outra área de estudos mencionada, a da relação entre espaço urbano e desempenho no 

aprendizado, investiga os possíveis efeitos da região de moradia na proficiência. Investiga 

também o efeito da localização da escola, procurando compreender em que condições o território 

contribui para a redução ou perpetuação das desigualdades. Em particular, Soares, Rigotti & 

Andrade (2008) estudaram os efeitos da segregação espacial urbana de Belo Horizonte no 

desempenho do SAEB, constituindo-se de um estudo prévio importante para análise exploratória 

de dados realizados nesta tese. 

 

Como o sistema atual de cadastro de Belo Horizonte estipula uma alocação dos alunos com base 

nas distâncias, um dos pontos centrais deste trabalho é investigar se tal sistema é o melhor 

possível, e questionar se ele não penalizaria demasiadamente alunos com potencial para o 

aprendizado, mas que são moradores de regiões distantes de boas escolas (definindo-se boas 

escolas como aquelas que possuem maior nível de proficiência). 

 

Nota-se que o sistema de cadastro foi um grande avanço em termos de políticas públicas. Antes 

do sistema, tinha-se o problema das filas e uma regra que quase sempre resultava em práticas 

clientelistas para a seleção das vagas nas escolas (Pinto, 1999). O atual sistema foi proposto com 

o objetivo de mediar os conflitos por vagas advindos da pressão de uma demanda espontânea que 

ocorria para determinadas escolas (Fonseca & Zuppo, 1997). 

 

O antigo sistema gerava um desperdício de recursos, matrículas duplicadas, e uma dificuldade de 

sistematização das informações. A implementação do procedimento de cadastro escolar 
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informatizado e sistematizado foi um avanço reconhecido pela sociedade (PBH, 2003) e trouxe 

organização e segurança no procedimento de matrículas. Por outro lado, criou um sistema 

determinístico que não considera as preferências dos pais pelas escolas. Ao designar a escola 

mais próxima para a matrícula automática, considera que as escolas públicas são todas 

homogêneas, e que não haveria razão para pais e alunos se deslocarem mais para obterem um tipo 

de ensino proveniente de outra escola que consideram mais adequada. 

 

A espacialização é uma questão importante, pois as pessoas se movem o tempo inteiro na cidade, 

e isto não é diferente para o caso dos alunos. Se pais e alunos que desejam uma vaga nas escolas 

públicas pudessem escolher livremente, e não houvesse limite de vagas, provavelmente eles 

escolheriam a escola mais conveniente, considerando aspectos variados como a locomoção, 

qualidade do ensino, facilidade de acesso, relacionamento com professores e funcionários e 

outros aspectos. Supõe-se então que pais e alunos realizam um trade-off entre distância e 

qualidade do ensino e uma questão que se coloca é saber se vale a pena se locomover mais para 

obter um ensino melhor. 

 

Essa pergunta relaciona-se ao tema da tese, que ® na §rea de ñDemografia da Educaçãoò, que 

estuda os fluxos de alunos no tempo e espaço, a demanda e a oferta de vagas, as taxas de 

promoção e repetência, defasagem idade-série, os anos de estudo e os demais indicadores da 

produção e da qualidade educacional.
2
 O fluxo de alunos no espaço e como isso impacta na 

proficiência, será estudado neste trabalho. 

 

Formulou-se a hipótese de que uma parte da baixa qualidade e desigualdade do sistema 

educacional pode ser causada por um problema de alocação entre alunos e escolas. A 

investigação empírica consiste na busca de uma relação entre a alocação e o desempenho escolar 

agregado. Para cada alocação, buscou-se mensurar o desempenho total no sentido de identificar 

qual é a alocação ótima, a que oferece maior desempenho escolar agregado total. Em outras 

palavras, procura-se responder à pergunta: poderia a qualidade média do ensino público básico 

                                                           
2
 Mais detalhes sobre a área de demografia da educação encontram-se no livro ñDemografia da Educaçãoò 

organizado por Rios-Neto & Riani (2004). 
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em Belo Horizonte ser aumentada por um efeito de alocação, ou seja, por uma alteração na 

distribuição dos estudantes entre as escolas? 

 

Aprofundando-se sobre esta questão, pode-se presumir que as escolas com melhor qualidade de 

ensino estejam em zonas mais favorecidas da cidade.
3
 Sendo assim, o atendimento de qualidade 

para os que já possuem acesso a mais recursos se perpetuaria. Desse modo, outras perguntas 

relacionadas ao tema se configuram: 1. A alocação por distância perpetua as desigualdades de 

um ambiente de alunos e escolas heterogêneo? 2. Quais são as melhores escolas e alunos e como 

medir essa qualidade? 3. Qual é a troca que uma sociedade deve fazer ao alocar um aluno de 

uma comunidade ñdesfavorecidaò em sua melhor escola? e 4. Caso seja feita a troca, para onde 

deve ir o aluno não-vulnerável desalojado pelo aluno vulnerável? 

  

A tese elabora um arcabouço teórico-metodológico para responder essas questões e procura 

chamar a atenção dos demógrafos da educação para o tema do pareamento (casamentos) entre 

alunos e estudantes. Muitos trabalhos da demografia procuram estimar a oferta necessária para 

que o número de vagas se equivalha às projeções da demanda futura. Isto é extremamente válido, 

pois a existência da paridade entre oferta e demanda por vagas é uma condição necessária para se 

prover um ensino de qualidade. Porém, existe mais uma condição também necessária: a que trata 

do melhor uso possível dos recursos, ou seja, uma condição que garanta que os alunos estejam 

alocados para as vagas em que possam render o seu melhor potencial vis a vis os demais 

estudantes (a alocação ótima). Essa é uma condição de estabilidade dos algoritmos de pareamento 

que serão estudados nos capítulos a seguir. 

 

Para tratar das propostas discutidas neste capítulo introdutório (capítulo 1) esta tese se divide em 

outros sete capítulos: 2) capítulo de revisão da literatura, em que se apresentam o problema das 

filas nas escolas de Belo Horizonte, a literatura de pareamento de Roth & Sotomayor (1990), de 

Becker (1991), e a literatura de efeitos do território e competição de escolas no aprendizado dos 

alunos; 3) no terceiro capítulo é apresentada a notação que será utilizada e a formalização dos 

modelos que serão empregados nas simulações, mecanismos centralizados de alocação. Tais 

                                                           
3
 Dados de Soares, Rigotti & Andrade (2008) permitem inferir que essa distribuição desigual de escolas no espaço 

urbano, com melhores escolas situadas em bairros centrais e com maior renda per capita, deve ser verdadeira. 
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mecanismos envolvem pareamentos dados pelos algoritmos deferred-acceptance (DA) e Top 

Trading Cycles (TTC), que reúnem todo o conjunto de preferências e emitem um resultado de 

alocação final; 4) O quarto capítulo aborda a relação entre a alocação e a proficiência; 5) O 

quinto capítulo apresenta detalhes da construção do banco de dados de alunos e escolas e o seu 

georreferenciamento; 6) O sexto capítulo faz uma análise exploratória dos dados, uma abordagem 

da relação entre distâncias e a proficiência e o efeito de alunos migrantes nas escolas, o capítulo 

elabora também resultados de regressões de modelos hierárquicos que serão utilizadas no 

capítulo sete; 7) O capítulo sete trata das simulações de resultados que utilizam os algoritmos 

apresentados no capítulo três. Esse capítulo mostra também os principais resultados de 

proficiência das simulações e alocações sugeridas; 8) O oitavo e último capítulo tece conclusões 

e apresenta as principais sugestões para políticas de alocação dos alunos e fornece sugestões para 

trabalhos posteriores. 
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2. REVISÃO DA LITERATURA  
 

Esta revisão de literatura segue por cinco linhas principais: a primeira delas ressalta o problema 

real enfrentado pelas escolas, resgata o histórico de implementação do sistema (em Davis Jr., 

1997; Fonseca & Zuppo, 1997; e Pinto, 1999), e apresenta as informações mais atuais que se tem 

a respeito do sistema de cadastro de Belo Horizonte, ressaltando a importância do problema da 

alocação entre estudantes e escolas.  

 

A segunda linha enfoca a questão do pareamento tal como pioneiramente tratado por Gale & 

Shapley (1962) e Shapley & Scarf (1974), a literatura e os avanços teóricos anteriores à década 

de 90 foram consolidados no livro de Roth & Sotomayor (1990). Roth & Sotomayor apresentam 

em detalhes uma das aplicações práticas mais famosas do algoritmo nos EUA, o sistema de 

alocação de estudantes de medicina chamado de National Residence Matching Program 

(NRMP).
4
 Também serão discutidos avanços posteriores da teoria e da aplicação dos algoritmos 

da área de two-sided markets, em particular, os estudos dos sistemas implementados nas cidades 

de Nova York, Boston, Singapura e São Paulo, que oferecem lições importantes para 

desenvolvimentos teóricos posteriores.  

 

O terceiro enfoque trata dos pareamentos sob a abordagem econômico-demográfica de Gary 

Becker (1991), também são abordados desenvolvimentos posteriores dessa literatura. Como a 

literatura proveniente de Becker se aplica especificamente a situação de casamentos de homens e 

mulheres, será necessário extrapolar a analogia para ñcasamentosò entre alunos e escolas, 

casamentos many-to-one, que na literatura de Becker podem ser pensados como casamentos 

polígamos. 

 

O quarto enfoque se volta para a literatura educacional. Na abordagem da revisão da literatura 

educacional, procura-se compreender quais os fatores escolares são mais importantes para 

obtenção de um melhor ensino. Essa parte disserta sobre os elementos já conhecidos e que afetam 

o aprendizado e procura elementos dessa literatura que subsidiem o papel da alocação dos alunos, 

                                                           
4
 O NRMP ficou tão identificado com os algoritmos deferred-acceptance many-to-one que boa parte da literatura dos 

anos 90 se refere a esses algoritmos como algoritmos NRMP, mais detalhes sobre a literatura desse algoritmo serão 

fornecidos mais adiante neste capítulo. 
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tais como os programas de school choice dos EUA e efeitos do território. Serão, portanto, 

ressaltadas as diversas dimensões que determinam o aprendizado: alunos, escolas e 

alocação/território. 

 

O quinto e último enfoque se volta para interseção entre essas literaturas. Como abordado na 

introdução da tese, existe uma intersecção entre a literatura de casamentos dada por Becker 

(1991) e Becker & Murphy (2000) e a literatura dada por Roth & Sotomayor (1990). Algumas 

dessas interseções são identificadas explicitamente pelos respectivos autores mencionados e 

aparecem também em livro recente de Browning, Chiappori & Weiss (2011). Menos destacada é 

a interseção entre essas duas literaturas e a literatura da educação, no que essa tese procurará 

apontar caminhos para a união dessas três linhas de pesquisa. 

 

2.1. Filas nas Escolas (o problema da rede pública de BH pré e pós-1993) 

 

Infelizmente, durante muitos anos, o Brasil foi um país em que a grande maioria da população se 

instruía pouco. Nos anos 70, a média de anos de estudo dos brasileiros com 25 anos ou mais era 

de 2,4 anos de estudo, e 69% da população nesta faixa etária tinha menos de 4 anos de estudo, o 

que equivaleria hoje a menos do que os cinco primeiros anos do fundamental.5 Naqueles anos, a 

educação pública brasileira se restringia a um grupo pequeno de alunos com oportunidade de 

estudo, geralmente, provenientes de famílias de renda média ou superior que prezavam o estudo e 

almejavam para seus filhos postos de trabalho que exigiam maior escolarização. 

 

No decorrer dos anos 80, ocorreu uma expansão do ensino público para um número maior de 

alunos, atingindo-se um escopo mais variado de classes, ao mesmo tempo em que houve uma 

expansão da rede privada de ensino fundamental. O ensino privado foi a solução encontrada para 

substituir o ensino público que perdia qualidade e não abrangia todos os alunos, fato que ocorria 

por conta dos poucos investimentos destinados à educação durante as décadas anteriores (para 

uma revisão da política educacional das décadas anteriores, ver Demo, 2007 e Coelho 2008). 

 

                                                           
5
 IBGE, Censo Demográfico de 1970. 
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No final dos anos 80, com a restauração do regime democrático, a Constituição Federal de 1988 

(CF/88) criou um marco para as políticas públicas brasileiras. No caso da educação, se tornou de 

especial importância o reconhecimento dos princípios básicos compreendidos nos artigos 205 e 

214. As normas constitucionais da CF/88 estabeleceram diretrizes para a política educacional dos 

anos 90 em diante. Depois de estabelecido na carta constitucional o direito à educação universal, 

um dos maiores problemas da década de 90 foi o de como prover vagas em número suficiente 

para a inclusão de enorme contingente de crianças e adolescentes nas escolas. 

 

O excesso de demanda pelas escolas públicas, aliado a um conjunto de escolas heterogêneas do 

lado da oferta, levou a formação de filas para efetuação das matrículas em muitas das capitais 

brasileiras. Conforme relata Pinto (1999, p. 140): ñO crescimento urbano intenso n«o foi 

acompanhado pela formação de infra-estrutura de serviços de consumo coletivo. A população 

contava com número insuficiente de escolas e serviços precários de redes de esgoto, água, luz e 

postos de saúdeò.  

 

Esse número insuficiente de vagas nas escolas originava longas filas de pais tentando matricular 

seus filhos nas escolas mais disputadas. Em verdade, como destacam Fonseca e Zuppo (1997), a 

insuficiência de vagas não se manifestava para o sistema como um todo, mas sim para algumas 

escolas muito demandadas. Segundo os autores (1997, p.16):  

 

 ñEsta política se mostrou a mais adequada, porque algumas vezes os pais escolhiam 

escolas com a capacidade já esgotada, enquanto outras ainda dispunham de vagas. 

Isto ocorria porque algumas escolas eram consideradas melhores do que outrasò.  

 

De acordo com Fonseca e Zuppo (1994, 1997) e Pinto (1999), existem três motivos principais 

que se pode identificar para a formação das filas nas escolas e deficiências no sistema anterior de 

cadastro. Destaca-se abaixo uma enumeração dos pontos colocados por estes autores, acrescenta-

se também um motivo demográfico extraído de Rigotti (2001) e outro estrutural e pedagógico 

proposto por meio de evidências da literatura, totalizando cinco motivos identificados e aqui 

reunidos: 
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1. A crise econômica levou a substituição de escolas particulares por escolas públicas 

(especialmente em Belo Horizonte no ano de 1993, logo após a crise do biênio 1991-92). 

(Fonseca e Zuppo, 1997, p. 16). Esse ponto é particularmente importante, no início dos 

anos 90, com as sucessivas crises econômicas, pais de classe média fizeram um retorno às 

escolas públicas, acarretando uma pressão na demanda. 

 

2. Muitas décadas de precário investimento na infra-estrutura escolar (Pinto, 1999, p. 140). 

Esse fator prejudicaria a oferta adequada de boas escolas. 

  

3. Informação, dados insuficientes ou precários (Pinto, 1999, pp. 141-42). A falta de dados 

não ocasiona as filas, mas torna a busca pela solução do problema mais demorada e 

difícil. Belo Horizonte possuía informação de cadastro escolar desde 1974, porém, 

durante muito tempo essas informações eram colhidas de forma descentralizada pelas 

escolas, impossibilitando o arranjo para solução do problema. 

 

4. Desde a década de 1970, as taxas de fecundidade começaram a dar seus primeiros sinais 

de queda, acompanhando a taxa bruta de mortalidade, que apresentava queda desde os 

anos 1940. Nos anos mais recentes, se caminha para uma mais baixa mortalidade e 

fecundidade. O Brasil passa por uma acelerada transição demográfica e isso impacta no 

sistema educacional do país e produz impactos na aquisição de anos de estudo (Rigotti, p. 

60). Ao longo de toda a década de 90, o elevado contingente de crianças e jovens 

pressionava a demanda por ensino, e, ao longo dos anos 2000, à medida que o Brasil 

atinge outra fase de sua transição, com maior proporção da população em idade adulta, 

essa pressão diminui e as filas surgem em categorias mais elevadas da educação. 

 

5. Uma hipótese formulada por Fernandes (2007) e também mantida neste trabalho é de que 

as escolas públicas são heterogêneas em sua qualidade. Na implementação do sistema de 

cadastro de Belo Horizonte, em 1993, fez-se um grande esforço de convencimento da 

opinião pública para a entrada no novo sistema. Nisso foi necessário desconstruir a visão 

de que as escolas possuíam qualidades distintas. Em verdade, esse foi um compromisso da 

administração municipal e estadual: tornar as escolas públicas melhores, sendo que não se 
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prejudicaria alunos que estudassem nas escolas mais próximas. A política do cadastro 

precisava, portanto, se basear na premissa de escolas homogêneas. Contudo, evidências 

apontam que algumas escolas eram mais preferidas do que outras, contribuindo para a 

formação de longas filas para as escolas mais desejadas. 

 

No ano de 1992, a Secretaria Municipal de Educação (SME-BH), em parceria com a Secretaria 

Estadual de Educação (SEE-MG), montou uma comissão para analisar o problema das 

matrículas. A empresa de informática de Belo Horizonte (PRODABEL) participou da criação do 

sistema de matrícula que, em parte, correspondia à unificação e informatização dos 

procedimentos de registros das escolas e, de outra parte, de um novo sistema de processamento 

do local de moradia dos alunos. Tal processo está descrito em maiores detalhes em Pinto (1999). 

  

Na construção do novo sistema, primeiro se verificou se o número de vagas existentes era 

suficiente para atender a todos que procuravam o sistema público. Como a constatação foi de que 

havia número suficiente de vagas, concluiu-se que as filas ocorriam principalmente porque 

determinadas escolas eram mais procuradas do que outras.  

 

O que se tinha era um problema de alocação. A comissão propôs um sistema para racionalizar as 

matrículas por meio de um cadastro dos alunos. O cadastro de alunos já existia anteriormente, 

mas não era completamente informatizado. A PRODABEL ficou responsável pelo 

georreferenciamento de alunos e escolas, processo este que se encontra descrito em Davis Jr. 

(1997).  

 

Foram construídas ñjurisdiçõesò escolares de maneira a adequar o número de vagas ao número de 

alunos. Tais jurisdições foram construídas levando-se em conta características geográficas tais 

como barreiras físicas (avenidas, pontes, topografia, etc), a densidade populacional de pessoas em 

idade escolar nas cercanias das escolas e outros fatores.  

 

O número de vagas em cada jurisdição deve ser suficiente para atender a demanda dos residentes 

daquela área. Uma mesma jurisdição pode ter mais de uma escola dentro de seus limites, mas 
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apenas uma escola (que possua o fundamental de 1º ao 5º ano) é a escola responsável daquela 

jurisdição.
6
 

 

O procedimento para o cadastro requeria que os pais efetuassem o registro em uma das agências 

dos Correios (Empresa Brasileira de Correios e Telégrafos ï EBTC). Essa relação de unidades 

dos Correios que realizam o cadastro é disponibilizada, todo ano, em uma chamada pública que é 

divulgada nas escolas, postos de Saúde, unidades dos Correios, e unidades governamentais de 

atendimento ao público e de grande movimento. Nos primeiros anos, anúncios de rádio e 

televisão eram também utilizados para veiculação do cadastro.
7
  

 

Para efetuar o cadastro, o responsável deve levar a certidão de nascimento do aluno e o 

comprovante de residência obtido na conta de energia elétrica da CEMIG ï Companhia 

Energética de Minas Gerais. O número de registro na CEMIG é utilizado para facilitar o 

georreferenciamento das moradias dos estudantes.
8
 Um avanço mais recente, de 2005, garantiu 

maior agilidade no preenchimento e processamento dos dados nos Correios. A partir de 2005 o 

preenchimento passou a ser digital e realizado na agência, com ajuda de um funcionário dos 

Correios, que repassa as informações no sistema. Antes os pais preenchiam uma ficha cadastral 

que era enviada para a SME-BH, agora os registros são enviados por sistema eletrônico. 

 

Com o georreferenciamento de alunos e escolas, foi possível fazer um sistema de cadastramento 

automático, que matriculava os alunos nas escolas mais próximas sem necessidade da criação de 

filas. Assim, sobrevinha com esse sistema uma alocação de acordo com a localização geográfica, 

um matching entre escolas e alunos que levava em conta a proximidade. É preciso notar que o 

termo ñmatrícula automáticaò precisa ser ponderado, a matr²cula ® apenas sugerida pelo sistema, 

é necessário que os pais validem a sugestão de matrícula proposta. No final do ano letivo, pais 

que se cadastraram nos Correios para o sistema de matrículas recebem uma correspondência 

                                                           
6
 Informações do relatório de Cadastro Escolar 2012/2013 da diretoria de Cadastro da SME-BH. O termo jurisdição é 

usado pela SME, entretanto é preciso denotar que sem definição jurídica para essas áreas de abrangência das escolas. 
7
 O anexo A, na tabela A.1, apresenta o cronograma das etapas desenvolvidas no cadastro. 

8
 Nos primeiros anos a conta da CEMIG não era exigida, pais poderiam levar qualquer comprovante de endereço 

com CEP (Código de Endereço Postal). Em 1997, para apurar o sistema de georreferenciamento dos endereços dos 

alunos, a conta de energia elétrica passou a ser exigida, isso conferiu uma maior padronização da base de endereços, 

dado que cada ponto de ligação para energia residencial da CEMIG possui um número identificador e esses números 

estão ligados a uma base georreferenciada, compartilhada entre PBH, CEMIG e várias instituições conveniadas. 
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indicando em qual escola devem matricular seu(s) filho(s). Os pais não precisam matricular os 

filhos na escola sugerida, mas ao seguirem a indicação do sistema, a matrícula é garantida. 

 

O sistema de cadastro resultou em altos índices de aprovação pela população, conferindo ao 

programa o prêmio de políticas sociais de 2001, concedido pela Fundação Ford (informações 

disponíveis no portal da prefeitura municipal de Belo Horizonte, PBH).
9
 Conforme dados 

levantados por Fonseca & Zuppo (1997), após a implantação do sistema, houve 2.630 

reclamações de pais que tinham preferência por outra escola. É um número extremamente 

pequeno perto das mais de 30 mil matrículas efetuadas pela primeira rodada do sistema. 

 

O sistema de Cadastro Escolar continua até hoje sem grandes alterações. Desde o início contou 

com o apoio e colaboração da Secretaria Estadual de Educação e a parceria dos Correios. O 

sistema realiza a indicação de matriculas para a rede pública estadual e municipal dentro dos 

limites legais do município de Belo Horizonte. O processo de cadastro e matrículas, em 

circunstâncias normais, se dá em um prazo não muito maior do que três meses. Os pais são 

responsáveis por fazer a etapa final de matrícula na escola recomendada pelo sistema, que é 

informada previamente por carta.
 10

 

 

Ao longo dos anos, o sistema foi se aperfeiçoando para corrigir erros de informação e incluir 

necessidades de transferência, readequação de vagas, alunos que não se inscreveram no período 

adequado, mudança ou inclusão de endereço de famílias que migraram para Belo Horizonte, e 

outras necessidades relacionadas ao cotidiano escolar. Para as etapas posteriores do aluno já 

matriculado em uma escola pública, há, dentro do processo, um encaminhamento automático das 

matrículas para os anos seguintes: um aluno matriculado na série inicial em uma determinada 

escola tem preferência de matrícula na etapa posterior da mesma escola no ano seguinte. No caso 

de reprovação, ele também tem sua vaga garantida na mesma escola. 

 

                                                           
9
 Link da Prefeitura de Belo Horizonte com informações do sistema de cadastro. Último acesso dia 21/04/2013: 

http://portalpbh.pbh.gov.br/pbh/ecp/contents.do?evento=conteudo&idConteudo=22185&chPlc=22185&viewbusca=s 
10

 No Anexo A, após a resolução conjunta que estabelece as normas para o cadastro, há um modelo recente dessa 

carta de convocação para matrícula. Há também um exemplo de carta enviada para alunos moradores de cidades 

vizinhas, mas que tentaram realizar o cadastro em Belo Horizonte. 

http://portalpbh.pbh.gov.br/pbh/ecp/contents.do?evento=conteudo&idConteudo=22185&chPlc=22185&viewbusca=s
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O anexo A apresenta a resolução conjunta da SME-BH e SEE-MG de 15 de Junho de 2012. Esta 

resolução é geralmente divulgada ao final do primeiro semestre ou início do segundo semestre. A 

resolução fornece as diretrizes, os prazos e os passos para o procedimento de matrículas. Na 

seção 2.2.5 esses passos do mecanismo de Belo Horizonte são apresentados em detalhes. 

 

Como se constata nesta parte da revisão, o sistema de cadastro escolar de Belo Horizonte passou 

da forma descentralizada que vigorava no inicio da década de 90, com pais fazendo filas para 

matricularem seus filhos nas melhores escolas públicas, gerando grande desconforto e 

ineficiência do sistema, para uma forma centralizada, ou semi-centralizada em que o processo se 

dá de uma maneira coordenada e alia a oferta de vagas às demandas existentes.  

 

O cadastro escolar é hoje um sistema misto, ele é centralizado no que diz respeito ao trabalho da 

comissão de cadastro e das secretarias de educação, mas também conta com uma parte 

descentralizada, pois a matrícula continua a cargo de pais, alunos e escolas (com grande 

participação das regionais de ensino). O sistema apenas sugere as vagas para serem alocadas. 

 

Pode se caracterizar o sistema como relativamente estável, pois já se passaram 20 anos desde sua 

implantação, sendo que o projeto não sofreu descontinuidades, apenas melhoramentos pontuais 

no cadastro e informatização. Existem situações de descontentamento de parcela dos alunos, dado 

que não há indicação completa das preferências, mas essa parcela não é grande, não superando 

5% dos alunos requerentes.  

 

O autor desta tese ouviu relatos sobre pais (ou responsáveis) que adulteram endereços para 

conseguirem maiores chances de matricularem os filhos em escolas que julgam melhores. Esses 

procedimentos envolvem o pedido da conta de energia elétrica para familiares, patrões ou pessoas 

próximas. Essa pr§tica ® coibida pela secretaria com a advert°ncia: ñQualquer informa­«o ou 

documento falso tornar§ nulo o cadastro do seu filhoò. Na situa­«o de identificada a fraude, o 

responsável é chamado a uma unidade regional de ensino da prefeitura e sua vaga será alocada de 

acordo com critérios de conveniência da secretaria.  
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O fato de pais tentarem alterar o endereço denota alguma instabilidade e insatisfação por parte de 

alguns participantes com o mecanismo atual, porém, pelas evidências do banco de dados (a serem 

trabalhadas no capítulo 6), a parcela de adulteração de endereços deve ser pequena, indicando 

mais a favor da relativa estabilidade do atual sistema do que contra. 

 

Na seção a seguir, a revisão se concentra na literatura de two-sided markets, que será utilizada 

nos métodos e nas simulações. Como já apresentado, o artigo de Gale & Shapley de 1962 é 

considerado a pedra fundamental do desenvolvimento desta literatura, a contar desde a data desta 

publicação, a literatura de algoritmos determinísticos de pareamentos por preferências possui 

mais de 50 anos de desenvolvimento, sendo que nos últimos 20 anos observou-se grande aumento 

das aplicações práticas desses estudos. A revisão da literatura abordará estudos de casos da 

educação de outras cidades já bastante analisadas pela literatura: Boston, Nova York, Singapura e 

São Paulo e dará os detalhes do passo a passo do sistema de Belo Horizonte. 

 

Na terceira subseção, a literatura de casamentos de Becker (1991), mais tradicionalmente ligada à 

demografia, é analisada. Essa literatura, também chamada de literatura de assortative mating, 

contou com desenvolvimentos recentes, sendo ainda hoje empregada para testar hipóteses sobre 

comportamentos sociais. Apesar disso, até o presente momento, essa literatura não foi 

apropriadamente extrapolada para o caso de casamentos entre escolas e alunos, fato que pode ser 

explicado pela longa tradição dessa literatura em analisar a formação de famílias e o contexto 

familiar. 

 

A quarta subseção trata da literatura de aquisição de ganhos educacionais, como alunos e escolas 

interagem e quais são as variáveis importantes nesse contexto. Nessa seção realiza uma revisão 

dos trabalhos de efeito-aluno e efeito-escola, presente em César & Soares (2001), Albernaz, 

Ferreira & Franco (2002), Machado et al. (2006), entre outros. É de particular interesse para o 

assunto aqui tratado os efeitos de interação entre alunos e escolas, sendo que essa característica 

será enfatizada sempre que possível. Outro ponto importante da literatura trata dos efeitos do 

território no aprendizado, um texto de referência utilizado nesse campo foi o artigo de Soares, 

Rigotti & Andrade (2008), que analisou a segregação urbana de Belo Horizonte e seus aspectos 

escolares. 
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A quinta subseção da revisão da literatura explora as interseções entre essas três literaturas. A 

interseção entre as literaturas de matching existe e é identificada explicitamente tanto por Roth & 

Sotomayor (1990) quanto por Becker (1991) e Becker & Murphy (2000), autores que se 

referenciam mutuamente em algumas oportunidades. Entretanto, até o conhecimento presente, a 

interseção entre essas duas literaturas não foi explorada em maior profundidade, sendo que esta 

tese pretende apontar os caminhos para uma maior interação entre as duas linhas de pensamento, 

apontando conceitos semelhantes e os pontos em que elas divergem.  

 

Em se tratando da literatura de aquisição de conhecimento na educação e as literaturas 

anteriormente mencionadas, há uma grande interseção que está implícita nas três teorias. Há, 

porém, divergências fundamentais na operacionalização dos conceitos. 

 

Contudo, não é objetivo desta tese esgotar todas as possibilidades dessa interseção entre as três 

áreas (educação, assortative mating, e two-sided markets), visto que não se trata de uma tese 

sobre metodologia da ciência ou de técnicas de pesquisa. Apesar disso, assinalando a interseção e 

a distinção entre as áreas, se torna mais fácil contextualizar o arcabouço teórico do presente 

trabalho. 

 

2.2. A literatura de pareamento dos mercados de dois lados (Casamentos à lá 

Roth-Sotomayor) 
 
 

Para a demografia tradicional o matching pode ser também interpretado como um casamento. No 

que se refere ao arcabouço demográfico geral, esta tese tratará de casamentos de um tipo especial, 

que ocorrem entre escolas e alunos. Neste capítulo a revisão da literatura se atêm aos aspectos do 

desenvolvimento da teoria e de seus movimentos históricos até a chegada do reconhecimento 

mais recente desta área de presquisa com os trabalhos publicados nas homenagens póstumas ao 

professor David Gale (Sotomayor 2009) e no reconhecimento público do denominado prêmio 

Nobel de economia de 2012.
11

 

                                                           
11

 O nome completo da premiação é prêmio Sveriges Riksbank de Ciências Econômicas em Memória de Alfred 

Nobel, concedido pelo banco central da Suécia e a academia real de ciências daquele mesmo país. Como tal prêmio 
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O artigo seminal de Gale & Shapley (1962) propõe o tema dos casamentos para tratar da questão 

teórica de alocação de alunos e escolas. O tema aparece no título do artigo: ñCollege Admissions 

and The Stability of Marriageò. No referido artigo, os autores propõem o modelo que deu origem 

aos algoritmos deffered-acceptance utilizados nesta tese. A ideia proposta pelo artigo tratava do 

estudo de como alunos e escolas podem ser arranjados. Para tratar melhor o problema, os autores 

o reduzem para sua versão mais simples, de casamentos entre homens e mulheres, um 

pareamento um a um (one-to-one). 

 

No modelo proposto por Gale & Shapley (1962) há dois conjuntos disjuntos de homens (H) e 

mulheres (W), os membros de cada um dos conjuntos deseja formar par com um, e somente um, 

membro do outro conjunto. Assim se estabelecem as preferências, cada indivíduo h do conjunto 

H de homens possui preferências racionais e completas sobre as todas as mulheres do conjunto 

W. O algoritmo consiste em cada um dos membros de um dos lados (digamos que os homens) 

propor ao membro mais preferido do outro lado (as mulheres). No caso de uma mesma mulher 

receber mais de uma proposta ela deve ñsegurarò a mais preferida e recusar as que s«o inferiores 

à melhor proposta no momento.
12

  

 

O nome deferred-acceptance para o algoritmo advêm dessa característica: ninguém está 

definitivamente casado até que o algoritmo termine e o último membro do grupo passivo 

(mulheres, em continuidade à suposição do parágrafo anterior) receba uma proposta. Deferred 

significa adiar, ódiferirô, ou seja, aceitar uma proposta at® que surja uma melhor, ou até que o 

tempo dado pelos passos do algoritmo se esgote. O termo acceptance diz respeito a aceitar, 

admitir, a aceitação definitiva do compromisso ocorre ao final do algoritmo, quando cada um dos 

pares se casa com a melhor proposta até o momento. 

 

                                                                                                                                                                                            
foi instituído em 1968 e não foi originalmente proposto pelo fundador Alfred Nobel (1833-1896), paira a 

controvérsia sobre se o prêmio deveria ser denominado como Nobel. Porém, por homenagear o famoso cientista 

sueco e ser uma denominação mais sucinta, o prêmio é geralmente divulgado como Nobel de Economia pela 

imprensa e pelo próprio portal oficial da premiação na internet: 

http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/2012/ último acesso (21/01/2013). 
12

 A seção 3.2 do próximo capítulo fornece os passos do algoritmo e exemplos. Além disso, enuncia os principais 

teoremas e proposições dessa teoria. 

http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/2012/
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Os algoritmos one-to-one podem ser facilmente generalizados para situações many-to-one que se 

aplicam ao contexto de escolas, sendo que é preciso somente tratar cada vaga de uma escola 

como se fosse um indivíduo, respeitando o ordenamento prévio das preferências. 

 

Um dos resultados mais importantes demonstrados por Gale & Shapley (1962) é o de que o 

algoritmo deferred-acceptance no mercado de casamentos (two-sided) alcança sempre uma 

solução e de que esta solução é estável, não há como melhorar nenhum dos pares formados os 

casando novamente sem piorar algum indivíduo já pareado. Outra formulação do problema, 

proposto por Gale & Shapley no mesmo artigo, envolve a formação de pares entre membros de 

um único grupo (one-sided), essa formulação foi chamada de roommate problem, se aplica ao 

problema de juntar pares de alunos para ocupar um mesmo apartamento, ou salas, por exemplo. 

No roommate problem não há garantias de uma solução estável, pois não há conjuntos disjuntos. 

 

Os anos 60 e 70 foram de grandes avanços para a área de teoria dos jogos, para entender esse 

desenvolvimento é necessário compreender que os algoritmos de matching pertencem a uma área 

da teoria dos jogos chamada de jogos cooperativos. Shubik (2003) define jogos cooperativos 

como jogos de coalisão que não possuem um mecanismo explícito para a formação de preços. 

Segundo o mesmo autor, jogos não-cooperativos são jogos que possuem uma regra explicita para 

a função de reação dos agentes e, dessa maneira, há garantia da ocorrência de um equilíbrio. No 

caso, Roth & Sotomayor (1990) e Sotomayor (1998) pontuam que a teoria de two-sided markets 

possui tanto uma parte não-cooperativa, pois agentes de um mesmo grupo (homens ou mulheres) 

competem entre si para conseguir o melhor par possível e possuem estratégias para tentar 

conseguí-los, quanto a cooperativa, que se revela no interesse do mercado de formar os pares. 

 

Debreu (1951), Arrow & Debreu (1954), e Debreu & Scarf (1963) analisam garantias para 

existência do core em economia de puras trocas. Em particular, Debreu & Scarf (1963) retomam 

o trabalho de Edgeworth (1881, apud: Debreu & Scarf, 1963) seguindo a sugestão de Shubik 

(1959, apud: Debreu & Scarf, 1963) de que o núcleo poderia ser também interpretado sob a 

perspectiva de teoria dos jogos (jogos com n-agentes). O artigo de Debreu & Scarf (1963) foi 
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importante para uma sequência de trabalhos que se seguiram desenvolvendo os conceitos de 

core.
13

 

 

Um dos principais trabalhos, dessa área, da década de 70, é o artigo de Shapley & Shubik (1971) 

que sedimentou as bases dos assignment games, jogos para os quais é possível inserir valores 

monetários com transferências de bens. Os assignment games possuem uma interseção 

importante com os modelos tradicionais de two-sided markets e ajudaram a sedimentar as bases 

para Shapley & Scarf (1974) propor um mecanismo de alocação para o mercado de imóveis, o 

algoritmo de Top Trading Cycles (TTC) mencionado na introdução e que será detalhadamente 

apresentado no capítulo 3 e aplicado nas simulações do capítulo 7. 

 

As décadas de 80 e 90 assistiram uma enorme expansão da literatura de two-sided markets e dos 

mecanismos de pareamento. O desenvolvimento foi tanto teórico quanto prático. Pelo lado 

teórico, em paper do começo da década de 80, Dubins & Freedman (1981) acrescentam 

importante nota ao trabalho de Gale & Shapley (1962) mostrando que, mantidas as preferências 

dos demais agentes, um determinado participante poderia ñlucrarò ao n«o declarar suas 

verdadeiras preferências. Esse artigo ganhou notoriedade na comunidade científica dedicada ao 

assunto, pois esse resultado sinalizava possíveis comportamentos estratégicos e a manipulação 

dos algoritmos por parte dos agentes. 

 

Na guisa desse mesmo desenvolvimento teórico, Roth (1982) confirma o resultado encontrado 

por Dubins & Freedman (1981) e estipula um teorema de impossibilidade: ñnão há mecanismo de 

                                                           
13

 Tesler (1994) defende a importância do uso do conceito de core para a formação de economia desde a graduação e 

apresenta vários exemplos auxiliares a compreensão do conceito. Ressalta-se que, para a demografia da família, tal 

conceito é também extremamente útil, Becker (1991, p. 111) estuda a condição para a formação de casamentos 

ótimos, esta condição será apresentada na seção 3.2 do próximo capítulo. A definição de core pode ser útil também 

para temas de estudos migratórios que buscam conceituar a alocação ótima de migrantes. Não há um consenso sobre 

a tradução das palavras core e nucleolus, que em teoria dos jogos e de equilíbrio geral são conceitos distintos. Em 

uma tradução livre, Mas-Colell, Whinston & Green (1995, p.677) definem n¼cleo como ño conjunto de todos os 

resultados (payoffs) factíveis em que nenhuma coalizão pode, por si mesma, aumentar os resultados de todos os seus 

membrosò. Ou seja, assim como a defini­«o de casamentos, o core é uma situação estável em que não é possível para 

nenhum participante quebrar o core. O núcleo é uma definição mais estrita do que o core. Em determinados casos o 

core existe (é não vazio), porém, o conjunto de alocações que pertencem ao core pode ser grande o suficiente de 

modo que é impossível determinar uma única solução ou um conjunto de soluções manipuláveis (fáceis de serem 

trabalhadas), nesses casos o conceito de núcleo pode ajudar a reduzir o core para uma solução única. Outro conceito 

interessante para encontrar uma solução única para o core é o valor-Shapley (Shapley-value), definido por Shapley 

(1951). O conceito de núcleo não será mais explorado, pois foge ao escopo dessa tese, o valor-Shapley será 

brevemente mencionado no capítulo 4 a título de apontar futuros caminhos deste trabalho, mas não será aprofundado. 
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matching estável tal que declarar as verdadeiras preferências é a estratégia dominante para 

todos os agentesò. Gale & Sotomayor (1985a e 1985b) extendem as implicações do teorema e 

mostram que ñem qualquer mecanismo de casamentos estável nos quais as preferências são 

estritas e há mais de um resultado possível (o core não é único), ao menos um agente pode 

ganhar manipulando (misrepresenting) suas próprias preferências, assumindo que os outros 

agentes declaram as verdadeiras preferênciasò. 

 

Um resultado conhecido desde o artigo de Dubins & Freedman (1981) é que o grupo que propõe 

primeiro no algoritmo não possui incentivo em subdeclarar suas verdadeiras preferências, ou seja, 

para o grupo que propõe é interessante revelar as verdadeiras preferências e não há outra 

estratégia que seja tão boa quanto.
14

 Uma série de desenvolvimentos advindos desses textos 

iniciais da década de 80 surgem posteriormente. Um resultado particularmente importante vem de 

Demange Gale & Sotomayor (1987), nesse artigo são mostrados os limites para a manipulação 

dos algoritimos de pareamentos do two-sided markets. 

 

Concomitante a esse grande desenvolvimento teórico, vastas descobertas empíricas e práticas 

também se descortinavam. Roth (1984a) e Gale & Sotomayor (1985b) concomitantemente 

documentaram que o algoritmo de pareamento de casamentos estáveis já vinha sendo aplicado 

desde 1951 para alocar estudantes de medicina residentes nos hospitais conveniados ao National 

Residence Matching Program (NRMP).
15

 

 

Roth & Sotomayor (1990) consolidaram toda a literatura das décadas anteriores em um livro 

referência da área. Grande parte da literatura dos anos 60, 70 e 80 se encontra reunida neste 

volume. As aplicações do algoritmos no mercado de médicos residentes encontra-se 

                                                           
14

 Os teoremas apresentados nesse parágrafo e no anterior serão melhor detalhados no capítulo 3, em 3.3.1. 
15

 O nome do programa era National Internal Matching Program (NIMP) e mudou para NRMP tempos depois. Em 

entrevista disponível na internet, Sotomayor conta que a aplicação e prova de que o NRMP era o mesmo algoritmo 

do artigo de Gale & Shapley (1962) foi descoberta pelo próprio professor D. Gale. Em 1983 Sotomayor e Gale 

submeteram o artigo Gale & Sotomayor (1985a) para publicação na The American Mathematical Monthly e 

compartilharam o resultado com Roth que também em 1983 referenciou o achado dos dois autores em seu artigo no 

Journal of Political Economy (Roth, 1984). Como o artigo de Roth tramitou mais rápido para a publicação, seu nome 

é muitas vezes identificado com a aplicação empírica do método. A confusão ocorre mesmo Roth tendo citado o 

achado original publicado por Gale & Sotomayor (1985a). A entrevista está disponível em: 

http://livrosemanias.economico.sapo.pt/28798.html (último acesso em 23/04/2013). 

http://livrosemanias.economico.sapo.pt/28798.html
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detalhadamente descrita no livro, bem como sugestões para aplicações dos métodos para se 

analisar o mercado de trabalho.  

 

Após a públicação de Roth & Sotomayor (1990) a década de 90 assiste um grande avanço dos 

estudos e das aplicações dos algoritmos deferred-acceptance em diversas áreas, campo de 

desenvolvimento teórico metodológico que passou a se chamar desenho de mercados. No início 

dos anos 2000, o campo ganhou corpo, Roth (2002) apresenta uma revisão dos desenvolvimentos 

em vários mercados de alocação centralizada e descentralizada. O NRMP se tornou tão famoso 

que artigos passaram a referenciar o algortimo simplesmente por essa sigla advinda do programa 

de residência dos médicos. Várias interseções surgiram com aplicações no desenho de leilões e 

formação de mercados para determinados objetivos. Uma das aplicações mais curiosas e de 

grande impacto social foi a aplicação de matchings para transplantes de rins (ver Roth 2012). 

 

De especial interesse para os objetivos do presente trabalho são as aplicações do algoritmo na 

alocação de estudantes e escolas. E nisso alguns trabalhos publicados no Brasil são valiosos. Em 

1996, Sotomayor (1996) analisa o sistema de alocação dos centros de pós-graduação em 

economia brasileiros, sistema ANPEC. Bardella (2005) em continuidade a este trabalho, analisa 

mais detidamente o funcionamento deste mecanismo e apresenta sugestões para sua otimização e 

maior adesão por centros periféricos. 

 

Do trabalho de Bardella (2005) é interessante reportar a revisão da formação de mercados de 

admissão.
16

 O autor apresenta que tais mercados passam tipicamente por estágios bem marcados 

no que diz respeito a organização e tempo de processamento das propostas. Sobre a organização, 

os mercados de admissão podem ser descentralizados ou centralizados. Em um mercado 

descentralizado  as decisões são tomadas individualmente pelos agentes, tal como em um 

mercado de livre concorrência comum, entretanto, nos mercados tipicamente estudados para o 

                                                           
16

 O sistema de alocação de alunos e escolas pode ser pensado como um mercado. Cabe notar que no mercado 

privado existe uma regra mercadológica para decidir qual será a alocação dos alunos nas escolas. Nessa situação, 

pais e filhos decidem em qual escola o filho irá estudar por meio de um princípio utilitarista, que pode considerar 

uma série de fatores de conveniência para a família: localização, método pedagógico, tipo de aprendizado, amizades, 

custos da matrícula, e uma série de características desejáveis. A escola particular também pode ter por base um 

critério utilitarista de escolha, além da cobrança da matrícula, a aceitação dos alunos pode estar vinculada ao 

rendimento acadêmico em provas, histórico escolar, familiar e outras escolhas que sejam convenientes à direção da 

escola. Dessa forma, da combinação de interesses de pais, alunos e diretores, surge no mercado privado uma 

alocação entre alunos e escolas. 
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pareamento determinístico, existem incentivos para a centralização de algumas atividades, 

principalmente porque não há mecanismos de preços. É assim que Roth & Xing (1994, apud 

Bardella 2005) identificam uma tendência a centralização nesses mercados. 

 

O sistema de matrículas de Belo Horizonte pré-1993 podia ser visto como descentralizado, pois 

apesar de existir uma coordenação central, na presença das secretarias de educação, os pais e 

alunos se dirigiam independentemente para escola que achavam mais conveniente, e as escolas, 

apesar de proibidas por lei, realizavam determinados acordos para matricular alguns alunos em 

detrimento de outros. Com isso surgiam todos os problemas já relatados na seção 2.1. 

 

Um mercado centralizado possui regras coordenadas e em geral uma clearinghouse para 

determinar a alocação do mercado. Um sistema plenamente centralizado possui um agente central 

que coordena a alocação e possui poder coercitivo para fazer cumprir suas medidas (parecido 

com um sistema de matrículas do ensino básico). No que se pode chamar de sistema semi-

centralizado, existe uma coordenação que estipula as regras do sistema, mas a alocação é tomada 

como uma ação individual entre as partes (a ANPEC pode ser encarada dessa forma).  

 

Ressalta-se que mesmo no sistema centralizado, em muitos casos, é do interesse de todos a 

cantralização, pois ela serve para regular problemas de congestão e de filas do mercado e é bem 

vindo para se evitar o descumprimento de regras. O sistema de cadastro de BH não pode ser 

encarado como extremamente centralizado, dado que há alguma liberdade para a ação dos 

agentes no momento das matrículas. 

 

Um sistema central ajuda a coordenar a alocação descentralizada em situações em que não há 

preços. Porém, tal sistema pode se desvirtuar para outro caminho, que é o de centralizar em 

excesso e diminuir a liberdade dos agentes. Bardella (2005) conlui, em sua revisão, que o estágio 

mais avançado de um sistema de alocação é aquele em que o sistema volta a ser descentralizado, 

mas de uma forma bastante ordeira, ou seja, não é preciso de um agente centralizador regulando 

todo o processo de alocação, é preciso somente que as regras estejam claras e os próprios 

indivíduos sigam, por interesse próprio, as regras previamente estipuladas no sistema. A 
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centralização funcionaria de uma forma mais branda, como forma de assegurar compromissos e 

punir eventuais burlas. 

 

Sobre os estudos dos sistemas de matrículas existentes no Brasil, além do estudo de Fernandes 

(2007) para as matrículas de São Paulo capital, aqui mencionado mais detidamente na seção 2.6, 

outro trabalho realizado no Brasil de interessante aplicação é o estudo de Gontijo (2008) que 

analisou uma aplicação do algoritmo ao sistema de vestibular do estado de São Paulo, que era 

bastante descentralizado. Observa-se que este estudo foi realizado antes da aplicação do ENEM 

(Exame Nacional do Ensino Médio) em escala nacional, ou seja, antes da sua adoção como boa 

parte dos vestibulares em univesidades públicas do ensino superior.  

 

O atual SiSU (Sistema de Seleção Unificada) unifica a demanda dos estudantes que prestaram o 

ENEM e centraliza as ofertas de vagas das IES (Instituições de Ensino Superior). No entanto, o 

SiSU permite apenas a escolha de duas faculdades pelo estudante, o que é uma grande limitação. 

Seguindo algumas conclusões do trabalho de Bardella (2005) e Gontijo (2008) pode se sugerir 

que o sistema SiSU teria muito mais adeptos e geraria muito mais benefícios caso permitisse aos 

alunos um leque maior de opções. Estudos nesse tema são promissores. 

 

Como são de particular interesse, apresenta-se aqui os estudos de caso de quatro outras cidades 

importantes para o entendimento mais completo dos sistemas de matrículas de escolas e alunos. 

Essas cidades são: Boston (EUA), que possui uma lição importante de um mecanismo que era 

instável. Nova York (EUA), que tem uma lição interessante sobre a competição saudável que o 

mecanismo pode gerar, a cidade-estado de Singapura, em que se reporta brevemente os resultados 

do paper de Teo, Sethuraman & Tan (2001) e os problemas da escassez de informação na 

escolhas das preferências e, novamente, o caso de São Paulo, cidade que possui mecanismo de 

alocação similar ao de Belo Horizonte e para isso se revisa brevemente o trabalho de Fernandes 

(2007). 
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2.2.1. O sistema de alocação de Boston (EUA) 

 

O sistema da cidade de Boston se tornou um estudo de caso importante da literatura de school 

choice, ligada aos desenhos dos mecanismos de alocação de alunos e escolas. Abdulkadiroĵlu & 

Sºnmez (2003), Abdulkadiroĵlu, Pathak, Roth & Sºnmez (2005) estudaram em detalhes o 

mecanismo de alocação da cidade e descreveram algumas das dificuldades que pais e alunos 

passavam com o antigo mecanismo, que estava em operação desde 1999. 

 

O mecanismo de Boston consistia no seguinte princípio: alocar os alunos pelas suas ordenações 

de preferências. Isso parece semelhante à proposta de Gale & Shapley (1962), no entanto, 

diferentemente do algoritmo deferred-acceptance, antes mesmo do encerramento de todas as n 

etapas do algoritmo, uma escola que preenchesse todas as suas vagas era retirada do sistema, não 

podendo receber nova proposta.  

 

Isso muda fundamentalmente o algoritmo e leva a consequências indesejáveis. Para se 

compreender melhor o sistema que estava em vigor em Boston, vejamos um passo a passo do 

algoritmo conforme descrito em Abdulkadiroĵlu & Sonmez (2003) e Fernandes (2007): 

 

Passo 1. Cada estudante (pais ou responsáveis) submete ao Boston School Committee uma 

lista de preferências com o ranking de, no mínimo, três escolas.
17

 

 

Passo 2. Cada escola tinha uma ordem de prioridades (preferências) estabelecida para os 

alunos, respeitando-se a seguinte hierarquia. 

 

a. Primeira prioridade: O aluno possui irmãos estudando na escola e estão dentro da 

walking zone.
18

 

b. Segunda prioridade: Possui irmãos estudando na escola mas não são da walk zone. 

                                                           
17

 Os autores não mencionam se há um número máximo de escolas. Uma lista truncada costuma a ter consequências 

importantes para alocação de alunos tal como analisado em Bardella (2005) e em diversos outros estudos. No 

entanto, no caso do algoritmo antigo de Boston outros problemas emergem e a falta dessa informação não 

compromete a análise do estudo de caso da cidade. 
18

 As walking zones são correspondentes às jurisdições escolares de Belo Horizonte, mencionados em 2.1. 

Entretanto, em Boston, essas zonas alteram o seu raio de abrangência para etapas de ensino diferentes. Fernandes 

(2007, p. 21) descreve que o raio de ação para o ensino infantil é de 1,6 quilômetros, 2,4 km para o correspondente 

ao ensino fundamental brasileiro, e 3,2 para o ensino médio. 
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c. Terceira prioridade: vivem dentro da walk zone da escola. 

d. Quarta prioridade: todos os outros estudantes. 

 

Passo 3. Etapa de pareamento seguindo os seguintes passos: 

 

Passo 3.1. As escolas consideram todos alunos que a colocaram em 

primeiro lugar no ranking. Seguindo a regra de prioridades do passo 2 a 

escola aloca todos os alunos que a elencaram como primeira escolha. Ao 

final do processo há duas possibilidades: ou não há mais vagas faltantes ou 

não há mais alunos que listaram a escola em primeiro lugar. 

 

Passo 3.2. Para os estudantes que não foram alocados no passo 3.1. As 

escolas que ainda possuem vagas (ou seja, não completaram todas as vagas 

com alunos que a listaram em primeiro lugar no passo 3.1) consideram 

todos os alunos que a listaram como segunda opção e, seguindo o critério 

de prioridades do passo 2, aloca os estudantes. Também ao final deste 

passo ou as escolas completam todas suas vagas disponíveis ou não há 

mais alunos que priorizaram a escola em segundo lugar. 

 

Passo 3.k. Esse é um passo genérico, ókô ® o n¼mero da interação atual. 

Considerando os estudantes que não foram alocados nos passos anteriores. 

As escolas que ainda possuem vagas consideram todos os alunos que a 

listaram como a k-ésima opção e prosseguem alocando os estudantes 

segundo a ordem de prioridades. Ao final do passo, ou a escola fica sem 

vagas ou sem alunos que a colocaram como k-ésima opção. 

 

Passo 4. O algoritmo encerra no k-ésimo passo em que todos os alunos são alocados. 

 

O algoritmo acima apresentava problemas conhecidos dos moradores da cidade, pois os pais 

sabiam que era preciso ñjogarò com o sistema. Nem sempre era compensador revelar as 

verdadeiras preferências. Alguns pais preferiam declarar a sua segunda ou terceira escola como a 

primeira opção. O exemplo abaixo ajuda entender o porque dessa manipulação: 
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Exemplo.1: (exemplo de Fernandes, 2007, p. 22) Imagine um sistema simples com apenas três 

escolas: S = {s1, s2, s3}; e três alunos alunos: I = { i1, i2, i3}. Suponha que cada escola possua 

apenas uma vaga. A ordem de prioridades das escolas é a seguinte: 

 

P (s1) = i2, i1, i3 

P (s2) = i3, i2, i1 

P (s3) = i2, i3, i1 

 

O P (sn) significa o ordenamento de preferências de determinada escola sn. A ordenação da 

primeira escola, por exemplo, diz que ela prefere primeiro o aluno 2, em seguida o aluno 1 e por 

último o aluno 3. O capítulo 3 tratará da notação em maiores detalhes, por ora é suficiente tomar 

o ordenamento como uma informação importante. O ranking de preferências dos alunos é o 

seguinte: 

 

P (i1) = s2, s1, s3 

P (i2) = s2, s3, s1 

P (i3) = s1, s2, s3 

 

Aplicando os passos do sistema de Boston, de 3.1 a 3.k, enunciados acima, teríamos no primeiro 

passo que a escola s1 considera apenas o aluno i3 (que a rankeou em primeiro lugar) e cede a 

vaga para esse aluno. A escola s2 considera os alunos i1 e i2 (os dois rankearam a escola 2 em 

primeiro lugar) e de acordo com suas prioridades, confere a vaga ao aluno i2. A escola s3 não teve 

nenhum aluno a declarando como primeira escolha. No primeiro passo ela continua com vagas 

mas sem alunos. 

 

Como é a única com vagas restantes, a escola s3 segue para o segundo passo, o único aluno que a 

colocou como segunda escolha (i2) já está alocado e portanto ela não possui nenhum aluno com 

quem preencher sua vaga. 

 

Finalmente, no terceiro passo, a escola s3 considera os alunos que a elencaram como terceira 

escolha, que são i1 e i3, como i3 já está alocado para s1, s3 concede sua vaga para i1 e o algoritmo 

pára. 
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Ao final deste processo nota-se que os alunos i2 e i3 conseguiram sua melhor vaga, e i1 ficou com 

sua terceira opção. O pareamento final (representado por ɛ) é: 

 

‘
ί ί ί
Ὥ Ὥ Ὥ 

 

A forma de representação da alocação final acima indica os pares formados: (i1, s3), (i2, s2) e (i3, 

s1). Como dito anteriormente, o algoritmo de Boston permite a manipulação, caso o aluno saiba 

jogar com as informações fornecidas ao sistema. O aluno i1 pode falsear suas preferências e dizer 

que prefere a escola s1 em primeiro lugar (que é na verdade sua segunda escola em preferência). 

Com isso, caso os demais alunos continuem declarando as verdadeiras preferências, o resultado 

final do algoritmo (ɛô por conta das prefer°ncias alteradas)  seria: 

 

‘ᴂ
ί ί ί
Ὥ Ὥ Ὥ 

 

O resultado acima pode ser alcançado aplicando-se os passos do algoritmo novamente. Nota-se 

que ao mascarar suas verdadeiras preferências, o aluno i1 conseguiu manipular o resultado a seu 

favor. Nota-se ainda que no caso do exemplo 1 acima, i3 poderia também maquiar suas 

preferências para conseguir o mesmo efeito a seu favor. Caso i3 falseasse suas preferências para 

Pô(i3) = (s2, s1, s3), e o primeiro aluno continuasse falseando com Pô(i1) = (s1, s2, s3) e i2 

continuasse com as verdadeiras preferências, P (i2) = (s2, s3, s1), o algoritmo final seria (ɛôô): 

 

‘ᴂᴂ
ί ί ί
Ὥ Ὥ Ὥ 

 

Todos os jogadores com sua segunda melhor preferência. Para a alocação acima, i2 não 

conseguiria mais alterar o algoritmo a seu favor (isso se i1 e i3 continuassem manipulando). 

Porém, o importante do algoritmo de Boston é que ele carrega uma lição importante: um bom 

sistema deve evitar a manipulação dos resultados, pois isso pode prejudicar sua estabilidade e 

gerar insatizfação na população. 
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Abdulkadiroĵlu, Pathak, Roth & Sºnmez (2005) realizaram um levantamento de que os pais e 

alunos realmente jogavam estrategicamente com o algoritmo. Duas estratégias mais 

características surgiram marcadamente neste estudo: a primeira consistia em declarar uma escola 

muito popular como primeira escolha e colocar uma boa escola, mas que os pais sabiam ser 

menos procurada como a segunda escolha, numa estrat®gia do tipo: ñse conseguirmos, ótimo, 

caso contrário, ficamos com a segunda opção de segurançaò. Com essa solu­«o, pais passavam 

bastante tempo procurando uma boa escola que pudesse estar subestimada para declará-la como 

uma boa opção, contribuia ainda mais para esse processo, a divulgação de uma relação da procura 

pelas escolas no ano anterior. Os pais tinham que jogar com as expectativas que possuiam sobre a 

possível ação dos outros pais, advinhar o comportamento dos outros. 

 

Uma segunda estratégia dos pais, de maior segurança, é desistir da escola mais preferida e 

popular e declarar como primeira opção uma escola provável de ser obtida. Havia também pais 

que não jogavam estrategicamente e declaravam as preferências verdadeiras, porém, como vimos 

no exemplo 1, essa situação poderia levar a uma alocação ruim na situação em que há outros 

agentes jogando. 

 

Ap·s a publica­«o dos resultados de Abdulkadiroĵlu & Sonmez (2003), Abdulkadiroĵlu et. al. 

(2005) e outros trabalhos apontando achados similares, um grande debate público sobre as 

possibilidades de alocação de alunos e escolas surgiu nas escolas de Boston. Ainda hoje o sistema 

é avaliado para aperfeiçoamentos.  O atual sistema em vigor se parece mais com um algoritmo 

que considera as preferências dos alunos segundo regiões de moradia, e as prioridades das escolas 

de acordo com notas do MCAS (Massachusetts Comprehensive Assessment System). O sistema 

oferece mais previsibilidade para os pais e oferece menor chance para as manipulações 

intencionais.
19

 

 

Tal como apontado por Fernandes (2007, p. 23): ñuma das principais raz»es que explicam o fato 

do mecanismo de Boston ser manipulável reside justamente na baixa importância dada às 

                                                           
19

 Informações do processo atual podem ser encontradas em: http://bostonschoolchoice.org/explore-the-

proposals/home-based-proposal/ (último acesso 24/04/2013). 

http://bostonschoolchoice.org/explore-the-proposals/home-based-proposal/
http://bostonschoolchoice.org/explore-the-proposals/home-based-proposal/
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prioridades. Um aluno que possui alta prioridade para uma escola ósô pode perdê-la para outro 

aluno menos priorit§rio caso a escola n«o esteja listada como sua escola prediletaò. 

 

A correção do algoritmo de Boston foi um uso prático da literatura para a correção de um 

problema específico e que visava a retificar o erro acima enunciado. As prioridades perdiam a 

importância, dado que uma mesma escola não poderia ser novamente proposta por um aluno que 

a priorizasse em uma posição mais desfavorável, mas ainda assim fosse o melhor aluno para 

aquela escola. 

 

Outras lições que podem ser tiradas do paper de Abdulkadiroĵlu & Sonmez (2003) são as de que 

as preferências das escolas podem ser encaradas como prioridades. Para a matemática realizada 

pelos modelos, os dois conceitos (preferências ou prioridades) são intercambiáveis. No entanto, 

se considerarmos que todos os alunos das escolas públicas possuem os mesmos direitos, e que, 

sendo assim, nenhum aluno pode ser preferido a outro, mas sim possuir uma prioridade segundo 

critérios de alocação e de administração pública, a adoção de prioridades é uma boa ideia.  

 

2.2.2. O sistema de alocação de Nova York (EUA) 
 
 

Outra cidade importante dos Estados Unidos que é um estudo de caso interessante e que levanta 

uma lição diferente daquela presente no algoritmo de Boston pré-2005 é a cidade de Nova York. 

Segundo Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth (2005), Nova York ® o maior sistema municipal de 

matrículas dos Estados Unidos e desde 1965 possuia um sistema descentralizado de realização de 

matrículas, com algumas alterações ao longo das décadas posteriores. Nos anos 90, o sistema da 

cidade passou a ser centralizado pelo NYCDOE (New York City Department of Education), ou 

simplesmente DOE, e no começo dos anos 2000 uma série de reformas haviam sido sugeridas 

para o sistema. 

 

A motivação para as mudanças do algoritmo de Nova York são similares aos objetivos propostos 

desta tese. Como colocam Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth (2005): uma das preocupações do 

DOE era de que alunos de vizinhanças desavantajadas não fossem automaticamente matriculados 

em escolas de nível socioeconômico mais baixo. 
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A diferença para Belo Horizonte, no entanto, é que Nova York possuia uma série de programas e 

critérios para a seleção dos alunos (escolas especializadas, screened programs e unscreened 

programs). NY possuia mais de 500 programas e o algoritmo de seleção ocorria com as escolas 

propondo aos alunos, mas tinha apenas três rodadas.  

 

Os alunos escolhiam os programas ou escolas preferidos e podiam listar no máximo 5 escolhas. 

Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth (2005) mencionam que isso gerava congestionamento no sistema 

de escolhas. Sendo que com os multiplos critérios de seleção apenas 50 mil alunos, dos 90 mil 

existentes, recebiam propostas no primeiro estágio e 17 mil deles recebiam mais de uma 

proposta. E na conclusão do processo, 30 mil alunos acabavam sendo matriculados em alguma 

escola que não constava em sua lista inicial de preferências.
20

 

 

Por ter preferências truncadas e um sistema complexo de propostas e aceites, o mecanismo de 

Nova York possuia três problemas principais que sugeriam a mudança para o DOE: 1) Os 30 mil 

alunos que acabavam sendo matriculados em escolas não listadas preocupavam o departamento; 

2) alunos agiam estrategicamente, um dos critérios de seleção dos screened programs era 

classificar os alunos pelas notas, alunos que não tinham obtido boas notas eram estimulados a não 

revelar suas verdadeiras preferências, mas sim procurar uma alternativa mais segura (onde teria 

maior probabilidade de ser chamado);  3) As escolas também agiam estrategicamente em Nova 

York. A maneira que as escolas possuiam para desvirtuar o sistema era declarar número de vagas 

diferente da sua real possibilidade, isso porque escolas muito procuradas sabiam que 

conseguiriam preencher quase todas suas vagas com os convites, dessa forma, declarar número 

menor de vagas permitia a essas escolas fechar suas vagas mais cedo sem precisar receber alunos 

do sistema de zoneamento. 

 

Após aconselhamento do DOE com os autores do artigo acima relatado, chegou-se a conclusão 

de que o novo algoritmo da cidade poderia se dar, em linhas gerais, da seguinte maneira: 

 

Passo 1. Os alunos submetem uma lista de no máximo 12 escolas e as escolas formulam 

suas preferências de acordo com um ranking de notas (geralmente as escolas 
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 Os alunos que não recebiam um convite eram matriculados aleatoriamente por um sistema de zoneamento. 
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especializadas utilizam esse critério) ou um ranking aleatório (geralmente usado por 

escolas não especializadas). 

 

Passo 2. Cada estudante aplica para sua escola melhor classificada. A escola rejeita os 

alunos que n«o est«o por ela listados e ñseguraò aqueles melhor rankeados da sua lista, 

preenche até o limite de sua capacidade e rejeita aqueles que ficaram abaixo do limite de 

vagas no ranking. 

 

Passo 3. Os estudantes rejeitados no passo 2 aplicam para sua próxima melhor escolha. As 

escolas que receberam propostas realizam o mesmo procedimento do passo anterior. 

Neste passo, uma observação se faz necessária: não necessariamente há uma ñproxima 

melhor escolaò, os alunos poderiam submeter até uma dúzia de melhores escolas, mas não 

eram obrigados a listar todas as 12. Caso um aluno listasse apenas uma escola e fosse 

rejeitado no passo 2, ele seria pareado depois administrativamente.
21

 

 

Passo 4. O algoritmo termina quando não há mais rejeições a serem realizadas e cada 

escola ® pareada ¨ turma de alunos que ela estava ñsegurandoò at® o fim do algoritmo. 

 

O sistema de Nova York possui mais uma série de detalhes não elucidados nos passos acima. 

Esses detalhes envolvem algumas escolhas administrativas que o departamento de educação 

precisou realizar para garantir critérios de distribuição de escores. Existe um programa chamado 

Educational Option (EdOpt) que permite a escola avaliar os alunos individualmente para ocupar 

metade de suas vagas, com a restrição de que 16% devem ser de percentis superiores da 

distribuição de um teste padronizado de inglês, 68% devem pertecer à categoria intermediária e 

outros 16% a categoria dos percentis inferiores. Além disso, um estudante que esteja nos 2% 

superiores e opte por entrar em uma escola com EdOpt deve ser priorizado e matriculado 

automaticamente. 

 

                                                           
21

 Da leitura de Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth (2005) abstrai-se que esse não deveria ser um caso frequente, porém, 

não há maiores detalhes de como seria esse processo administrativo no mencionado artigo. Nesse passo a passo, há 

uma série de detalhes do algoritmo de Nova York que estão omitidos por simplicidade de exposição. O leitor 

interessado em mais detalhes pode consultar Abdulkadiroĵlu et. al. (2005)  ou o site da Secretaria de Educação do 

Estado de Nova York: http://schools.nyc.gov/ChoicesEnrollment/ChangingSchools/default.htm (último acesso 

24/04/2013). 

http://schools.nyc.gov/ChoicesEnrollment/ChangingSchools/default.htm
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Essas características acrescentam detalhes ao algoritmo de Nova York, e algumas dessas 

restrições diminuem um pouco a eficiência do algoritmo em conseguir uma alocação estável 

(conceito que se define mais rigorosamente no capítulo 3), porém essa é uma escolha do 

NYCDOE e dos cidadãos de Nova York. 

 

Como resultados já do primeiro ano do novo algoritmo proposto, em 2006, obteve-se um 

resultado de mais de 70 mil alunos alocados para sua primeira escolha, 20 mil a mais do que com 

o mecanismo anterior. Cerca de 7.600 alunos não foram pareados em uma primeira etapa, mas 

puderam submeter nova listagem de 12 escolas, dentre escolas que ainda possuiam vagas. Ao 

final, aproximadamente 3.000 alunos não receberam uma escola que haviam escolhido, enquanto 

no sistema anterior eram 30 mil alunos nessa situação (alunos que recebiam escolas apenas pelo 

zoneamento).
22

 

 

A mudança do algoritmo de Nova York pode ser considerada bem sucedida. Esse caso traz 

algumas lições importantes para a área de two-sided markets. Uma importante lição conhecida 

desde os trabalhos de Roth & Sotomayor (1990) e o NRMP, é que algoritmos com estudantes 

propondo levam a melhores resultados. Favorecer instituições pode levar a um resultado estável 

mas que não é o melhor possível para os estudantes. Como instituições são neutras, e em tese não 

devem possuir preferências rígidas, ou favorecimentos desequilibrados para determinadas 

pessoas, os algoritmos em que os alunos propõem para as escolas geram melhor resultado 

social.
23

 

 

Outra lição interessante do algoritmo de NY é que escolas também agem estrategicamente. As 

escolas agiam assim ao estipularem um número de vagas menor do que o real possível, pois 

assim evitavam entrar no circuito aleatório do sistema anterior. A curta conclusão de 

Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth (2005, p. 367) pode ser colocada aqui integralmente para ilustrar 

esse ponto: 
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 Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth (2005) contam que pouco mais de 5.100 estudantes apelaram da decisão do novo 

processo, destes, 2.600 foram tratados caso a caso. Curiosamente, 300 apelações vieram de alunos que receberam sua 

primeira escolha. Os autores julgam que isso pode se dever a falhas de informação e a dificuldades de comunicação e 

implementação do primeiro ano de mudança. 
23

 Pode se usar a analogia de que alunos são demandantes e escolas são ofertantes. Nesses termos, o que está se 

dizendo aqui é que, na dúvida, é melhor beneficiar o consumidor, conferindo-lhe maior excedente. 
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ñNew York City needs more good schools. But for a given stock of school places, 

more students can be admitted to schools they want if the matching process is free of 

congestion, so that studentsô preferences can be fully taken into account. The new 

clearinghouse, organized around stable matching mechanism, has helped relieve the 

congestion of the previous offer/acceptance/wait-list process and provides more 

straightforward incentives to applicantsò. 

 

Em desenvolvimentos posteriores do algoritmo de Nova York, Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth 

(2009) reportam que um resultado importante do novo algoritmo é que ele aumentou a 

competição entre as escolas públicas da cidade. Um resultado reportado é que escolas muito 

impopulares foram fechadas e as escolas consideradas boas puderam aumentar o número de 

vagas ofertadas. Ao contrário do sistema anterior, em que as melhores escolas reportavam um 

número inferior de vagas, no novo sistema as boas escolas procuravam medir bem sua verdadeira 

capacidade e tentavam aumentá-la. 

 

Por fim, Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth (2009) consideram que uma das principais vantagens do 

novo algoritmo é ter aumentado o número máximo de opções de 5 para 12. Esse resultado é 

bastante similar à recomendação de Bardella (2005) para ANPEC e Fernandes (2007) para o 

sistema de cadastro de São Paulo. Esse é também o principal ponto de Teo, Sethuraman & Tan 

(2001) que estudaram em detalhes o sistema de Singapura, tema da proxíma subseção. 

 

2.2.3. O sistema de alocação de Singapura
24

 

 

As descrições desta seção se baseiam em Teo, Sethuraman & Tan (2001) e podem estar 

desatualizadas em relação ao atual sistema. Entretanto, isso não compromete os objetivos da 

descrição do algoritmo para a revisão de literatura. 

 

O ano letivo em Singapura é similar ao brasileiro: se inicia no começo do ano (no início de 

Janeiro) e se encerra ao final do ano (perto de dezembro). No sistema de Singapura, há um teste 

nacional, o  Primary School Leaving Exam (PSLE), que é realizado quando os alunos atingem o 

                                                           
24

 Caso o leitor esteja se perguntando se Singapura ® com óSô, ou com óCô, a nova norma ortográfica recomenda a 

escrita do nome da cidade-estado asiática com S pelo novo acordo (decreto Nº 6.583, de 29 de Setembro de 2008). 

ñCingapuraò consta nas antigas regras ortográficas adotas pelo Brasil e ainda hoje se encontra a forma antiga em 

textos recentemente publicados. 
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final da sexta série, que compreende as idades de 11 a 12 anos. O resultado desse exame 

classifica os estudantes e essa classificação é utilizada para admissão em escolas do ensino 

secundário (grosso modo, essa etapa de ensino correspondente ao antigo segundo grau brasileiro, 

o que seria, no sistema atual, o correspondente às etapas do 6º ao 9º ano do fundamental). 

 

Antes de obterem o resultado dos exames do PSLE, os pais devem submeter ao ministério da 

educação (MOE, Ministry of Education) uma lista de seis escolas preferidas. Essa lista é 

solicitada em agosto. O resultado do PSLE sai no final de Novembro. O fato dos pais escolherem 

as seis escolas antes do resultado do teste indicar quais as reais chances dos alunos em cada 

escola se constitui um problema, conforme relatado por Teo, Sethuraman & Tan (2001). 

 

Em Singapura há dois tipos de escolas especiais: as independentes (independent schools) e as de 

Special Assistance Plan (SAP). As escolas especiais são escolas de elite. Após os resultados dos 

exames, os 10% dos alunos com melhores notas tem direito a mandar uma segunda listagem 

dizendo em qual escola especial eles desejam se matrícular. Esses alunos são priorizados e as 

escolas especiais matriculam apenas esse tipo de aluno. 

 

Abaixo são descritos os passos do algoritmo de Singapura tal como funcionava no início dos anos 

2000. Foram acrescentadas algumas mudanças em relação ao artigo de Teo, Sethuraman & Tan 

(2001) para maior facilidade da exposição: 

 

Passo 1. Considere todos alunos elegíveis (top 10% no PSLE) que listaram as escolas 

independentes como primeira opção na segunda listagem (a que ocorre após resultado do 

exame em novembro) e matricule os alunos nessas escolas. 

 

Passo 2. Considere todos alunos elegíveis (top 10% no PSLE) que listaram as escolas SAPs 

como primeira opção na segunda listagem e matricule os alunos nessas escolas.
25

 

 

                                                           
25

  Não é mencionado no artigo de Teo et. al. (2001), mas ao que parece, as escolas especiais sempre possuem vagas 

para atender os alunos top 10%. Essa previsão deve ser fácil de ser manejada caso o número de matrículas se 

apresente estável ou previsível ano a ano. 
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Passo 3. Considere todos os alunos que listaram como primeira opção (da lista de seis 

escolas, enviada antes da divulgação do PSLE) uma escola do segundo nível afiliada à 

escola do nível primário da qual o aluno provém e conceda prioridade de matrícula a esse 

aluno.
26

 

 

Passo 4. Considere os alunos restantes um a um, de acordo com o ranking descendente de 

notas do PSLE e conceda a eles uma vaga de acordo com a primeira listagem de 

preferências submetidas em agosto. 

 

Passo 5. Caso o aluno não seja alocado em algum dos quatro passos anteriores, a alocação 

final é feita manualmente pela região de residência do aluno, tentando-se alocá-lo para 

escola mais próxima que possua vagas. 

 

O mecanismo de Singapura possui problemas similares a aqueles reportados pelo sistema de 

Boston pré-2005, quais sejam: pais possuem incentivos para mascarar suas verdadeiras 

preferências. Esse problema ocorre muito por conta dos alunos não conhecerem o seu tipo (sua 

nota no PSLE) antes de submeterem a listagem de escolas. Tal como no algoritmo de Boston, há 

uma estratégia de segurança: alunos que estudaram em uma escola afiliada ao ensino médio no 

primário, possuem grandes incentivos a reportar a sua escola atual como primeira opção, mesmo 

que ela não seja a melhor opção nas verdadeiras preferências. 

 

Essa estratégia é vantajosa, pois caso o aluno se saia bem no PSLE ele poderá ainda submeter 

uma segunda listagem e garantir sua vagas nas escolas especiais. Caso ele não se saia bem no 

PSLE, digamos que obtenha um resultado ruim, ainda assim poderá contar com boas chances na 

escola afiliada à escola em que já estudava. 
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 Em paralelo com o sistema brasileiro, esse sistema se parece com as escolas brasileiras que possuem tanto ensino 

fundamental e médio. Se esse sistema fosse implementado no Brasil, seria como se a escola priorizasse, antes das 

notas do PSLE, os alunos que já estudavam em suas turmas do ensino fundamental. Teo et. al. (2001) argumentam 

que isso ocorre por motivos históricos em Singapura, para proporcionar maior integração entre os níveis primário e 

secund§rio. Observam tamb®m que, na verdade, esse passo confere maior import©ncia ¨ ñafilia­«oò do que o 

resultado do PSLE. Entretanto, nem todos os estudantes possuem essa chance, pois há escolas sem afiliação, ou em 

que o número de vagas no secundário é menor do que o número de vagas do primário. E nesse caso, os melhores 

alunos do ranking PSLE que listaram aquela escola conseguem as vagas, os demais ñcaemò no passo 4.  



52 

 

Porém há problemas: caso o aluno se saia bem no PSLE, mas não bem o suficiente para ingressar 

nas escolas especiais, listar a escola afiliada como primeira opção pode limitar sua chance de 

conseguir uma escola que julgue melhor. Nesse caso, não revelando suas verdadeiras 

preferências, ele não consegue maximizar o resultado. 

 

Uma situação igualmente não desejável é o aluno que estudava em uma escola primária sem 

afiliação, ou com número de vagas insuficiente. O aluno que se sai mal no PSLE possui grandes 

chances de ser matriculado em uma escola totalmente fora de suas considerações. Mesmo com o 

critério das distâncias, o numero de vagas faltantes pode ser insuficiente e os alunos podem se 

situar em escolas distantes e ruins em termos de ensino (o pior dos mundos). 

 

Outro problema levantado no sistema de Singapura é que, tal como no sistema de Nova York, 

poderia ocorrer a congestão, caso o MOE atendesse aos pedidos dos pais para declararem as 

preferências após o resultado do PSLE. Isso porque o resultado do exame era liberado em 

novembro e o período de matrículas para o ano seguinte tinha de estar decidido nas primeiras 

semanas de dezembro. Seriam apenas duas semanas para os pais mandarem lista, o algoritmo 

gerar as alocações e os pais efetuarem matrículas. No começo dos anos 2000, o ministério da 

educação descartava essa possibilidade. 

 

Teo, Sethuraman & Tan (2001) propuseram em seu artigo um algoritmo deferred-acceptance 

many to one nos moldes do modelo de Gale & Shapley (1962). Os autores exploram as 

possibilidades de burla do algoritmo com alunos propondo, ou escolas propondo. Como visto 

para Nova York, quando alunos propõem, as escolas teriam incentivos a mascarar suas 

verdadeiras preferências, o que poderia ser obtido revelando número incorreto de vagas. No caso 

de escolas propondo, os alunos poderiam desviar, declarando preferências manipuladas. 

 

Uma lição importante do estudo de Singapura é que mesmo no sistema com escolas propondo, e 

permitindo-se os alunos mudarem a ordem das preferências para conseguir o máximo ganho, 

observou-se por simulações que a porcentagem de alunos que ganhavam com o cheating 

(trapaceando as preferências) não era muito superior a 10%, e tal número tinha a tendência de 

diminuir a medida que se inseriam mais escolas no processo. Ou seja, com esse resultado 
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simulado, o algoritmo pareceria ser, se não totalmente estável, estável a ponto de apenas 10% dos 

alunos se beneficiarem declarando preferências diferentes das verdadeiras. 

 

Uma tabela de dados interessante sobre Singapura reporta quais são os fatores preponderantes 

para escolha das escolas pelos pais. Em um questionário em que pais podiam marcar mais de uma 

opção, apenas 30% dos pais de alunos estudantes da cidade-estado declararam que a distância de 

casa até a escola é um fator importante na decisão. O fator que ganhou mais importância no 

critério de decisão dos pais foi a qualidade dos professores, com 88%, seguida de disciplina 

escolar (com 82%). A TAB. 1 mostra esses resultados: 

 

Tabela 1 ï Quais fatores são considerados mais importantes pelos pais 

Quesito 
Proporção dos 

respondentes 
Qualidade dos 

Professores 
88% 

Disciplina escolar 82% 

Qualidade do 

diretor 
58% 

Reputação da 

escola 
50% 

Abrangência de 

recursos na escola 

(facilities) 

35% 

Distância da escola 30% 

Amigos na escola 30% 

Fonte: Teo, Sethuraman & Tan (2001, p.1263). 

Obs: O resultado original foi publicado no The Straits Times, 19 de agosto de 1992. O The Straits Times é 

um jornal de Singapura, escrito em inglês e de larga circulação. Infelizmente Teo et. al. (2001) não 

fornecem maiores detalhes, não é possível saber se os pais puderam marcar duas ou três opções, nem 

detalhes da amostra da pesquisa. O autor tentou localizar detalhes sobre a matéria, mas ela parece estar 

acessível apenas em bibliotecas de Singapura.  

 

Teo, Sethuraman & Tan (2001, p.1264) levantam ainda um problema pedagógico, segundo os 

autores: um ranking único para todas as escolas a partir das notas do PSLE limitava a avaliação 

mais completa dos alunos, colocando um peso excessivo no resultado acadêmico. E ainda 

enfraqueceria o poder das escolas de construirem uma identidade própria de acordo com interesse 

e composição de alunos desejada. Nas palavras dos autores: 
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ñThus, elaborate mechanisms are now being put in place to assess the students in an 

all-round fashion. In the future, it will no longer be possible to have a single list that 

ranks all the students according to merit. Also, given that the schools are being 

encouraged to develop their own identity and strength, it is highly debatable whether 

the schools will all rank the students in the same wayò. 

 

Após esse trabalho, o sistema de Singapura mudou algumas de suas características, a principal 

delas é que agora a lista de escolas é realmente submetida após os resultados dos exames.
27

 Em 

grande parte isso se deve à informatização do sistema de submissão das listas de preferências, 

que podem também ser enviadas institucionalmente pelas escolas. As escolas especiais 

continuam recrutando da maneira antiga. Não se encontrou registro de que o algoritmo deferred-

acceptance está sendo utilizado, todavia, o fato de submeter a lista após o resultados dos exames 

ameniza o problema do passo 3 do algoritmo anterior e pode fazer com que o passo 4 funcione 

tal como o deferred-acceptance para as seis opções listadas. 

 

2.2.4. O sistema de alocação de São Paulo (Brasil) 

 

 

A descrição do algoritmo de alocação de São Paulo será dada com base na exposição de 

Fernandes (2007, pp. 53-56). Como enfatizado na seção 2.1, o mecanismo de São Paulo teve 

início em 1995 (dois anos após a implantação do sistema de Cadastro de Belo Horizonte), e 

possui algumas similaridades com com o mecanismo de BH, pois os períodos e os procedimentos 

são semelhantes. Uma grande diferença se configura na escala do sistema público de ensino de 

São Paulo que é superlativo em relação a qualquer cidade do mundo, com mais de 320 mil 

alunos/ano a serem pareados pelo sistema de matrículas. 

 

Fernandes (2007) identifica quatro fases importantes do mecanismo de São Paulo: 

1. Programação da oferta de vagas; 

2. Cadastramento dos alunos (ou matrícula antecipada); 

3. Compatibilização demanda e oferta; e 

4. Efetivação da matrícula. 

                                                           
27

 Informações disponíveis no site do MOE de Singapura: http://www.moe.gov.sg/education/admissions/secondary-

one-posting/ (último acesso 10/05/2013). 

http://www.moe.gov.sg/education/admissions/secondary-one-posting/
http://www.moe.gov.sg/education/admissions/secondary-one-posting/
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A primeira fase consiste de um levantamento das vagas disponíveis. Na segunda fase os alunos se 

inscrevem nas instituições ou em postos de inscrição espalhados pela cidade. Nessa etapa eles 

fornecem o endereço e outras informações úteis: nome, sexo, data de nascimento, raça, nomes 

dos pais ou responsáveis. No caso de alunos de ensino médio, os inscritos listam três opções de 

escolas em ordem de preferências. Alunos do ensino infantil que irão ingressar no fundamental 

informam apenas os dados cadastrais. 

 

Na terceira fase, os alunos inscritos são pareados de acordo com a distância em um critério de 

proximidade do endereço de moradia fornecido e a escola mais próxima que possui vagas. A 

alocação é coordenada em parceria entre ensino da rede municipal e estadual. Esse mecanismo 

funciona de forma parecida com o de Belo Horizonte, que será descrito em 2.2.5, porém com 

regiões delimitadas por microrregiões da cidade de São Paulo. No caso do ensino médio, a escola 

elenca os alunos que a colocaram como primeira opção, juntamente com os que não marcaram 

opções mas para a qual a escola em questão seja a mais próxima. A escola ordena os alunos do 

mais velho até o mais novo, preenchendo todas as vagas. Rodadas sucessivas ocorrem para as 

escolas que possuem ainda vagas e o algoritmo pára quando todos os alunos são alocados. 

 

Na quarta fase os resultados finais da fase 3 são inseridos no sistema informatizado do governo 

estadual e divulgados publicamente. Pais e alunos realizam as matrículas nas escolas 

recomendadas pelo sistema e eventuais correções podem surgir nessa fase. 

 

Fernandes (2007) ressalta que o mecanismo de alocação de São Paulo, para o caso do ensino 

médio, funciona tal como o algoritmo de Gale & Shapley (1962) truncado para a terceira opção. 

No estudo o autor mostra exemplos de que é possivel se conseguir melhorias de Pareto em 

relação ao atual algoritmo de São Paulo, e realiza simulações comparativas entre o mecanismo 

atual, a proposta de deferred-acceptance (DA), e a proposta de top trading cycles (TTC). 

 

A principal variável de resultado observada por Fernandes (2007) é a posição que os alunos 

conseguem após a utilização do algoritmo. Os resultados foram simulados para as preferências 

das escolas e dos alunos por meio da geração de números aleatórios. Determinados padrões foram 

seguidos para se obter maior proximidade das simulações com as situações reais do município. O 
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estudo de Fernandes mostrou que os resultados simulados de matrículas podem melhorar bastante 

com a utilização do algoritmo DA ou do TTC. Principalmente para o caso do ensino fundamental, 

em que o matching se dá somente pelas distâncias. 

 

Em relação ao trabalho de Fernandes (2007), a presente tese avança ao incorporar dados de 

distâncias reais dos alunos. Além disso, a posição das escolas no ordenamento de preferências 

não é a única variável de resultado analisada. Analisa-se também os resultados em termos de 

distâncias e da proficiência obtida. A proficiência foi conseguida por meio de simulações 

desenvolvidas a partir da análise das relações de variáveis envolvidas com a alocação dos alunos. 

 

Uma discussão importante realizada por Fernandes (2007) trata do trade-off entre a escolha do 

algoritmo de DA e o algoritmo de TTC. Abdulkadiroĵlu & Sºnmez (2003) estipulam que o DA 

garante a estabilidade, no sentido que nenhum par de alunos e escolas já pareado gostaria de estar 

com outra escola ou aluno que não o par atual. No entanto, o algoritmo DA para escolas não 

garante que o resultado será Pareto eficiente (Roth, 1982 e 1985).  

 

Por outro lado, o algoritmo de TTC necessariamente alcança um resultado eficiente de Pareto 

para os dois lados, mas não necessariamente será estável. No capítulo 3, seção 3.4, serão 

discutidos mais detalhes da relação entre estes conceitos. 

 

2.2.5. O sistema de alocação de Belo Horizonte (Brasil) 

 

O sistema de cadastro de Belo Horizonte foi implementado em 1992/93. Trata-se de um dos 

primeiros sistemas de alocação a aparecer no país, o que se tinha anteriormente eram sistemas 

descentralizados de matrículas por escolas e um processo de filas que repassava o ônus para os 

cidadãos. O histórico da implementação do sistema em Belo Horizonte foi apresentado em 

maiores detalhes na seção 2.1. 

 

Os passos do sistema de cadastro de Belo Horizonte estão descritos pela numeração abaixo: 
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Passo 1. Na metade do ano (Junho ou Julho) é publicada a resolução conjunta da 

SME-BH e SEE-MG que estabelece os prazos para as matrículas e outras diretrizes.
28

 

 

Passo 2. Entre os meses de agosto e setembro é aberto o período de cadastramento 

nos Correios, somente para moradores residentes em Belo Horizonte. Pais 

interessados em matricular os filhos nas escolas públicas devem se dirigir a uma das 

agências dos Correios credenciadas portando certidão de nascimento do filho e 

comprovante de residência, sendo adotada a conta de energia elétrica da CEMIG. 

 

Passo 3. Encerrada a etapa de cadastramento, verifica-se o número de alunos 

demandantes no sistema. De posse da informação dos alunos demandantes e do 

endereço georreferenciado dos alunos, a comissão de cadastro, em parceria com 

técnicos da PRODABEL, apura qual é a jurisdição a que pertence um candidato e faz 

a recomendação para alguma das escolas de sua jurisdição. Dentro do passo 3, alguns 

detalhes são importantes: 

 

Passo 3.1. Caso a jurisdição possua apenas uma escola, todos os 

alunos são direcionados para a única escola da jurisdição. Caso a 

demanda dos alunos seja maior do que a quantidade de vagas da escola, 

alunos mais novos são priorizados (ano de nascimento, mês e dia), os 

alunos que excedem o número de vagas da escola são alocados para a 

escola mais próxima entre as existentes nas jurisdições vizinhas. O 

processo continua até que todos os alunos da jurisdição encontrem 

vagas. 

 

Passo 3.2. Caso a jurisdição possua duas ou mais escolas, um critério 

de proximidade é determinado para a alocação dos alunos, os alunos 

são alocados para a escola mais próxima pertencente à jurisdição 

escolar. Se uma das escolas da jurisdição possui uma demanda maior 

do que o número de vagas, os alunos mais novos são priorizados e os 

alunos que excedem o número de vagas são propostos para a segunda 

                                                           
28

 A resolução de 2012 se encontra na íntegra no Anexo A. 
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escola mais próxima da mesma jurisdição. Caso se esgotem as vagas da 

jurisdição, mas ainda assim exista excedente de alunos não alocados, a 

escola mais próxima de um distrito vizinho é proposta. Esse sistema 

continua até que não haja alunos sem vagas. 

 

Passo 4. Com o resultado da alocação do passo 3, a comissão envia para o endereço 

dos pais (informado pela conta de energia elétrica da CEMIG) uma correspondência 

identificando a escola para o qual a matrícula é sugerida (o anexo A fornece um 

modelo da correspondência encaminhada para o aluno). 

 

Passo 5.   Do início até o final da terceira semana de dezembro ocorre o período de 

matrículas para o ano letivo seguinte. Os pais que aceitarem a recomendação do 

sistema de cadastro fornecida pela comissão de matrículas têm a vaga garantida na 

escola indicada. Porém, nessa etapa, alguns pais podem se desviar e decidir matricular 

em outra escola de sua preferência. Isso pode ocorrer, entre outros problemas, por 

haver pais que julgam existir um erro na informação processada. A qualquer 

momento, a secretaria da escola pode consultar a comissão de matrícula para verificar 

o endereço fornecido. No caso de endereço incorreto, a comissão indicará o aluno para 

escolas de mais fácil acesso onde houver vagas. 

 

Passo 6. Alunos retardatários, que não entraram no processo do sistema de cadastro 

em tempo hábil, ou não se apresentaram para as matrículas no período estipulado, 

serão alocados para escolas onde houver vaga. 

 

O sistema encerra quando todos os alunos que procuraram matrículas nas escolas públicas 

tiverem sido matriculados. Em geral, todos os procedimentos desse sistema duram pouco menos 

que um semestre (de Agosto a Dezembro). Após a publicação da resolução e a convocação dos 

pais e responsáveis para as matrículas, o cadastramento nos Correios se inicia, isso ocorre pelo 

mês de agosto. O processo todo de alocação finaliza até o início do período de matrículas em 
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dezembro, antes do início do próximo ano letivo em janeiro do ano seguinte. Matrículas 

extemporâneas podem ser realizadas ao longo de todo o ano, mas são casos de exceção.
29

 

 

Uma mudança significativa do sistema acima descrito ocorre para matrículas do ensino médio. 

No ensino médio, os alunos do 9º ano que passaram de ano e ingressarão na primeira série do 

ensino médio são automaticamente reencaminhados para o ensino médio da escola em que já 

estudam. Contudo, em alguns casos a escola não possui o ensino médio, nessas circunstâncias, o 

aluno pode indicar quatro escolas do ensino médio (em ordem de prioridade) para as quais 

gostaria de se ver matriculado. 

 

Na etapa acima, a capacidade de vagas das escolas listadas é avaliada e caso existam mais alunos 

demandantes do que vagas, os alunos mais novos são priorizados e os remanescentes são 

conduzidos para a segunda melhor opção. O procedimento continua até que todos os alunos 

sejam alocados. Caso não haja vaga em nenhuma das 4 escolas listadas pelo aluno, o sistema o 

encaminhará para a escola de mais fácil acesso. 

 

Há ainda que se mencionar o caso de escolas de fundamental que possuem o ensino médio, mas 

que, porém, o número de vagas no ensino médio é menor do que o número de formandos do 

fundamental daquela escola. Nesses casos, as diretrizes da resolução conjunta estabelecem que se 

deve sortear os alunos que continuarão na escola e os não sorteados deverão escolher 4 escolas do 

ensino médio em ordem de prioridade. Estes alunos passam pelo mesmo procedimento descrito 

acima. 

 

Um caso menos comum, mas que também se enquadra na situação do ensino médio, é o de novos 

entrantes para o ensino médio no sistema de ensino público da capital. A esses casos também se 

aplica o processo de escolha de quatro escolas. 

 

O caso do ensino médio possui outra particularidade: desde a lei Nº 9394/96 de diretrizes e bases 

da Educação e leis posteriores, há uma hierarquia e relação de coordenação entre os diferentes 

                                                           
29

 O Anexo A apresenta um cronograma das atividades realizadas pelos diversos órgãos vinculados ao sistema de 

cadastro de Belo Horizonte. 
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entes federativos e os níveis de ensino. Os municípios deverão prestar prioritariamente o ensino 

infantil e fundamental. Os estados colaboram com a educação infantil e fundamental, mas devem 

priorizar o ensino médio. Por conta dessa diretriz, está se desenvolvendo um sistema de alocação 

próprio para o ensino médio, a Companhia de Tecnologia da Informação do Estado de Minas 

Gerais (PRODEMGE), empresa similar à PRODABEL para o Estado de Minas Gerais, participa 

desse convênio para o desenvolvimento de um projeto para o ensino médio. 

 

Comparando o sistema de cadastro de Belo Horizonte com o mecanismo de São Paulo relatado 

por Fernandes (2007) notam-se várias semelhanças entre os dois sistemas. A primeira delas é que 

existe uma estimativa da oferta (uma programação da oferta de vagas) desenvolvida em parceria 

entre a administração da escola e as secretarias de educação.  

 

A segunda semelhança é que as inscrições em São Paulo são feitas por postos de atendimento 

espalhados pela cidade, porém não são utilizadas agências dos Correios. O terceiro ponto em 

comum é que o sistema de São Paulo possui prazos de cadastramento, processamento da 

informação e matrículas similares aos prazos de Belo Horizonte. A quarta semelhança é que em 

São Paulo, também para o Ensino Médio, há um processo de escolha das escolas pelos alunos. 

Entretanto, em São Paulo são escolhidas apenas três escolas e em Belo Horizonte são quatro, 

como já apresentado.
30

 

 

As diferenças dizem respeito à escala de São Paulo, uma das maiores redes de escolas públicas 

urbanas do mundo e que é muito maior do que a de Belo Horizonte. Ainda segundo informações 

de Fernandes (2007), São Paulo possui 2.497 escolas municipais e estaduais, contra um total de 

382 escolas públicas em Belo Horizonte. Em 2007, o total de alunos do ensino básico 

(fundamental e médio) em São Paulo foi de 2.345.749. Por conta dessa diferença de escala, o 

sistema de São Paulo é conduzido por regionais.
31

 

 

                                                           
30

 Uma quinta semelhança que pode ser observada é que ambos os sistemas têm abertura para tratamento de casos 

excepcionais que precisam ser tratados de forma discricionária. E uma sexta é que as duas cidades possuem sistema 

de transporte de alunos. 
31

 Belo Horizonte também possui participação das regionais, mas o sistema é um pouco mais centralizado para a 

cidade como um todo e pelo trabalho da SME-BH.  
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Dados do Censo Escolar de 2007 reportam que Belo Horizonte possuía 593.319 alunos 

matriculados no ensino básico. Em São Paulo o total de alunos a serem pareados no ensino 

Fundamental e Médio é de mais de 320 mil alunos, em Belo Horizonte, esse número está por 

volta de 30 mil alunos (e decrescendo ano a ano, ver capítulo 5). Esses dados fornecem uma 

dimensão do universo de alunos e uma comparação entre as duas cidades brasileiras.  

 

Para o caso de Nova York, que também possui um grande sistema de matriculas a serem 

pareadas, Abdulkadirĵolu, Pathak & Roth (2005) reportam que o número total de alunos de Nova 

York a serem pareados é próximo à 90 mil alunos, bem menor do que o de São Paulo e cerca de 3 

vezes maior que o de Belo Horizonte. 

 

Além da diferença de escala, outra diferença importante entre o sistema de Belo Horizonte e o de 

São Paulo é que o sistema de São Paulo foi implementado em 1995 enquanto que o de Belo 

Horizonte é anterior, de 1993. Mas apesar desta distinção de datas, os dois sistemas apareceram 

em períodos relativamente próximos e após a instauração do regime democrático, no bojo de uma 

série de reformas educacionais que ocorreram nos anos 90.  

 

Uma última diferença que se constatou foi que no critério de desempate, o município de São 

Paulo prioriza o aluno mais velho, enquanto que em Belo Horizonte a prioridade é para o aluno 

mais jovem. 

 

Afora essas diferenças supracitadas, pode-se concluir que, pelas semelhanças dos dois 

mecanismos, o sistema de cadastro de Belo Horizonte é também um mecanismo de matrículas 

que aproxima os alunos da menor distância possível das escolas. O mecanismo de Belo Horizonte 

funciona como se alunos e escolas tivessem preferências dadas somente pelas distâncias. Não se 

considerando efeitos de enturmação (formação de turmas), que serão tratados no final deste 

capítulo, o sistema de Belo Horizonte funciona tal como o algoritmo de Gale & Shapley com 

escolas propondo primeiro.
32

 

                                                           
32

 Na realidade, para um sistema de alocação baseado somente nas distâncias, não faz diferença qual lado propõe pois 

o resultado é único. Uma proposição a ser demonstrada no capítulo 3 (em 3.6) estipula que, sob preferências estritas 

e dadas pelas distâncias, tem-se que a matriz de preferência de um grupo é determinada pela mesma matriz de 

preferências que serve ao outro grupo. Para esse caso o resultado do algoritmo de Gale-Shapley é único, o resultado é 
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Ao longo deste trabalho serão apresentados mais detalhes dos dados de alunos e escolas de Belo 

Horizonte, bem como detalhes de todo o processo de cadastro e implicações das escolhas feitas 

pelo município. Como bem ressaltado e enfatizado, uma das principais lições que se pretende 

conhecer estudando o sistema de Belo Horizonte é desvendar se é possível aperfeiçoá-lo. As 

evidências desta tese apontam que sim, e um dos propósitos deste trabalho é demonstrar as 

relações causais entre o matching e o bem estar social, medido aqui através da proficiência dos 

alunos.  

 

2.2.6. Outras cidades? 

 

Outras cidades com sistemas próprios de alocação de alunos aparecem reportadas na literatura. 

Abdulkadiroĵlu e Sºnmez (2003), por exemplo, mencionam as cidades norte americanas de 

Minneapolis e Seattle, que possuem mecanismo similar ao de Boston. De fato, a alocação de 

alunos e escolas públicas é um problema comum a todas as cidades de grande e médio porte. A 

questão é saber como as cidades lidam com esse problema e se a solução é a mais conveniente e 

não causa desconforto para a população. 

 

No Brasil, é possível apanhar relatos de jornais e revistas de cidades que ainda não possuem um 

sistema com o nível de organização que evite problemas para a população. No começo da etapa 

de elaboração desta tese, as capitais Vitória-ES e Manaus-AM  não contavam com um sistema de 

matrículas que evitasse as filas. A prefeitura de Vitória descreve no seu portal que o sistema de 

matrículas é feito por escolas de maneira descentralizada. De acordo com a descrição da 

prefeitura (Secretaria de Educação de Vitória, acessado da internet)
33

: 

 

ñAs matr²culas novas s«o realizadas por ordem de chegada dos pais ou respons§veis. 

A prioridade é dada aos moradores de bairros vizinhos às escolas. Os pais das 

crianças que se enquadram na Chamada Pública Escolar mas que não foram inscritas, 

                                                                                                                                                                                            
o mesmo independente de qual grupo propõe primeiro. Chamaremos esse tipo de preferências de ñprefer°ncias dadas 

pelas dist©nciasò. £ preciso observar que nem todo resultado ¼nico adv°m das dist©ncias, mas que esse tipo de 

preferências consiste em considerar que as distâncias do aluno até a escola desempenham um papel cardinal na 

matriz de preferências, não há dois ou mais alunos equidistantes para qualquer uma das escolas e não há duas ou 

mais escolas equidistantes para qualquer um dos alunos. 
33

 Informações do Portal da prefeitura de Vitória: http://www.vitoria.es.gov.br/seme.php?pagina=ensinofundamental 

(último acesso 24/04/2013). 

http://www.vitoria.es.gov.br/seme.php?pagina=ensinofundamental
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também podem comparecer aos estabelecimentos de ensino no período da Matrícula 

Nova. Contudo a vaga n«o ® garantidaò. 

  

Os sistemas que impõem a ordem de chegada como critério para a seleção possuem problemas 

em situações de grande demanda, geram filas e desconforto e podem levar a comportamentos 

discricionários indesejáveis. 

 

De acordo com dados recentes, obtidos na etapa final de conclusão desse trabalho, a Secretaria 

Estadual de Educação do Estado do Amazonas trabalha em um sistema centralizado de cadastro, 

conforme informa o portal da Secretaria.
34

 Em períodos anteriores, há relatos de grande tempo de 

espera nas filas (Diário do Amazonas e A Crítica). 
35

 Há até relatos de pagamentos monetários 

por lugares nas filas.
36

 

 

Esses incovenientes surgem em sistemas não monetários descentralizados, a ausência de 

pagamentos para organizar o processo de alocação de vagas e a descoordenação das decisões leva 

a resultados de muita demanda. Em certas situações as pessoas podem julgar o sistema injusto 

(mesmo que alguns consigam a vaga almejada, o fato de alguns não a conseguirem gera 

insatisfação, pela perda de tempo e outros ônus) o que acaba prejudicando sua credibilidade e 

estabilidade de todo o sistema. 

 

Trata-se de um problema de grandes capitais e cidades de médio porte do interior que passam por 

período de rápido crescimento e forte urbanização, essas cidades também enfrentam problemas 

no momento das matrículas. Isso ressalta a importância do tema de alocação de matrículas e seus 
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 Pelas informações presentes no site não é possível saber como é exatamente o sistema, há agora opção de 

matrículas pela internet, mas o sistema de cadastramento continua também sendo realizado nas escolas. A secretaria 

alerta que o número de vagas é suficiente para todos: http://www.matriculas.am.gov.br/index.php/pages/informacoes 

(último acesso 24/04/2013). Entretanto, cabe ressaltar que número de vagas suficientes não é o principal requisito 

para se evitar filas, pois as filas ocorrem pelas boas escolas. O que tem que haver é uma garantia de maior 

homogeneidade do sistema. 
35

 O diário do Amazonas de grande circulação divulga a criação de matrículas pela internet no novo sistema e fala do 

problema anterior das filas: http://www.d24am.com/noticias/amazonas/em-manaus-matriculas-na-rede-publica-

podem-ser-feitam-pela-internet/78015 (último acesso: 24/04/2013). O Jornal ñA Cr²ticaò, menciona ocorr°ncia de 

grandes filas para matrículas no sistema de educação infantil: http://acritica.uol.com.br/manaus/Amazonia-

Amazonas-Manaus-Fila_quilometrica_por_vaga_em_creche_de_Manaus_0_830316980.html (último acesso: 

24/04/2013). 
36

 Fonte do site G1 da Globo Notícias: http://g1.globo.com/am/amazonas/noticia/2012/01/mae-garante-vaga-em-

escola-publica-pagando-r30-para-furar-fila-no-am.html (último acesso: 24/04/2013). 

http://www.matriculas.am.gov.br/index.php/pages/informacoes
http://www.d24am.com/noticias/amazonas/em-manaus-matriculas-na-rede-publica-podem-ser-feitam-pela-internet/78015
http://www.d24am.com/noticias/amazonas/em-manaus-matriculas-na-rede-publica-podem-ser-feitam-pela-internet/78015
http://acritica.uol.com.br/manaus/Amazonia-Amazonas-Manaus-Fila_quilometrica_por_vaga_em_creche_de_Manaus_0_830316980.html
http://acritica.uol.com.br/manaus/Amazonia-Amazonas-Manaus-Fila_quilometrica_por_vaga_em_creche_de_Manaus_0_830316980.html
http://g1.globo.com/am/amazonas/noticia/2012/01/mae-garante-vaga-em-escola-publica-pagando-r30-para-furar-fila-no-am.html
http://g1.globo.com/am/amazonas/noticia/2012/01/mae-garante-vaga-em-escola-publica-pagando-r30-para-furar-fila-no-am.html
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impactos no bem estar. O que essa tese pretende desvendar é qual é a relação desses sistemas 

com o aprendizado dos estudantes, e se isso gera efeitos na aquisição de conhecimento. 
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2.3. A literatura de Pareamento na Produção Familiar (casamentos à la Becker) 
 

Curiosamente, a literatura que Gary Becker ajudou a desenvolver quando escreveu seus dois 

artigos sobre casamentos (A Theory of Marriage Part I e Part II, de 1973 e 1974) trata de 

mercados para os quais as transferências monetárias são incomuns. São denominados mercados 

por analogia, em um mercado de casamentos é difícil saber quem é o demandante e quem é o 

ofertante. O prórprio Becker (1991, p.81) no livro A Treatise on the Family, escrito 

posteriormente como um compêndio de diversas das suas teorias desenvolvidas para a família, 

alerta: ñThe phrase ómarriage marketô is used metaphorically and signifies that the mating of 

human populations is highly systematic and structuredò.  

 

A preocupação principal de Becker (1973 e 1974) era explicar a formação das famílias por meio 

do arcabouço econômico dos agentes racionais. Becker intuiu que a racionalidade econômica 

poderia ajudar a desenvolver modelos preditivos para a formação de pares e, por consequência, 

influir  na constituição de famílias, nas decisões sobre o número de filhos, e uma série de outros 

temas familiares que passavam desapercebidos por grande parte da ciência econômica do seu 

tempo.
37

 

 

Em verdade, uma parte dos casamentos de sociedades ancestrais, ou mesmo na era moderna de 

algumas sociedades, possuiam transferência de renda entre esposos na forma de dote. Becker 

(1991) menciona evidências de pagamentos monetários em algumas dessas sociedades antigas e 

Siow (2003) as relaciona mais sistematicamente. Uma hipótese dessa literatura é que o preço dos 

dotes pagos modificaria de acordo com a fração de homens e mulheres nessa sociedade, que 

refletiria uma escassez ou abundância relativa (qual lado seria merecedor do dote variava de 

sociedade para sociedade, mas o mais comum é encontrar dotes sendo pagos aos homens). 

 

Quando não há possibilidades de pagamentos monetários para os casamentos (são legalmente 

proibidas, ou moralmente inaceitáveis), esse arcabouço teórico menciona que existem outras 

maneiras de se transferir valores entre esposos dentro de um casamento. Isso envolve, por 

                                                           
37

 Becker (1974) realiza uma revisão dos textos clássicos que tratavam de consumo familiar e da formação de família 

anteriores ao seu trabalho e aponta que no início do século XX a preocupação com tais temas andava em baixa, até 

identificar um recente desenvolvimento ligado a vertente que procurava entender como o consumo ocorria 

internamente nas famílias. 
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exemplo, a fração de bens consumidos no domicílio por cada um dos entes familiares (ver 

Lundberg & Pollak, 1996; Browning & Chiappori, 1998; ou Chiappori, Fortin & Lacroix, 2002). 

Essas transferências podem se dar também em valores implícitos, os preço-sombra, tais como o 

salário-reserva do marido ou da mulher no mercado de trabalho, situações em que compensam a 

mulher não procurar mercado no trabalho, ou o contrário. 

 

Por conta desse último aspecto levantado, se diz também que, pela teoria de Becker, as utilidades 

são transferíveis, enquanto que na literatura da seção 2.2, não há, pelo menos em princípio, 

transferências de utilidades.
38

 Talvez, uma das maneiras menos óbvias de se transferir utilidades 

entre casais é procurar emparelhar características comuns. Casais podem buscar se assemelhar em 

características afins tais como renda, educação, idade, cor, hábitos de consumo, opiniões políticas 

e demais tipos de preferências sociais. 

 

Casamentos entre pessoas com características afins são chamados por essa literatura de positive 

matings. O termo positivo se refere a caracteristicas positivamente correlacionadas. Nesse 

sentido, pessoas de alta renda tenderiam a se casar com pessoas de alta renda, muito educados 

com muito educados e assim por diante. Quando ocorre a atração dos opostos (alto-baixo) se diz 

que é um negative mating, a correlação é inversa (negativa).  

 

Becker & Murphy (2000) elencam as condições que podem levar à maior ocorrência de positive 

matings e quais as condições que levam aos negative matings. Em resumo, essas condições dizem 

respeito ao que faz o casal derivar mais utilidade, se for mais compensador o casamento entre 

iguais, isso quer dizer que as transferências que um dos lados do mercado (homens ou mulheres) 

tem de fazer para o outro lado s«o menores (mais ñbaratasò) na situa­«o de caracter²sticas iguais, 

e, logicamente, maiores no caso inverso. Se for o contrário, se for mais compensador casar entre 

                                                           
38

 No capítulo 3, mais detalhes sobre as transferências de utilidades serão apresentados. Por hora pode se pensar no 

simples exemplo a título de esclarecer a diferença entre as teorias. Suponha que uma mulher w1 tenha declarado, em 

um ranking de preferências, o homem h1 como o parceiro mais preferido. Suponha, ademais, que um casamento por 

preferências (tal como o do modelo deferred-acceptance) tenha formado o casal (w1, h1). Porém, suponha que haja 

mais um homem, h2, que prefira a mulher w1 com bastante estima (em primeiro lugar). Em uma última suposição, 

suponha-se que h2 é mais rico que h1 e que a transferência de recursos monetários seja aceitável nesse casamento. No 

modelo de transferência de utilidades, se a quantia a mais de riqueza que h2 possui e transfere para sua pretendente 

w1, compensa a desutilidade que a mulher possui em casar com um homem menos preferido, o par (w1, h2) poderá ser 

formado. Essa conclusão será mais bem formalizada no próximo capítulo. Em termos coloquiais, pode se dizer que o 

modelo de transferência de utilidades aceita o casamento por conveniência. 
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desiguais, tem-se a posibilidade dos negative matings serem mais frequentes. Em termos gerais, 

essa literatura é também chamada de assortative matings, casamentos ordenados, tanto 

positivamente quanto negativamente. 

 

Grande parte da evidência encontrada sugere que os casamentos mais comuns são do tipo 

positivamente correlacionados. É muito mais comum encontrar casamentos com indivíduos de 

características semelhantes. Uma extensa área da sociologia estuda esse tipo de fenômeno social 

(Mare, 1990). Mare (2008) mostra evidências de que ao longo do século passado os casamentos 

foram ficando ainda mais positivos, principalmente nos quesitos de renda e educação.
39

 

 

Ao contrário da literatura de two-sided markets, para o qual a palavra casamentos é mais alusiva, 

ou seja, casamentos são vistos de uma maneira mais geral para a formação de pares por 

preferências, ou como uma regra para a formação de pares. Na literatura de assortative mating, os 

casamentos possuem um sentido mais literal e se referem, de fato, às praticas sociais relacionadas 

à união de casais. Até o presente momento, não se tem notícia da teoria de assortative matings 

sendo aplicada para analisar casamentos mais genéricos entre escolas e alunos, embora o próprio 

Becker (1975) tenha dado contribuição fundamental para teoria do capital humano. 

 

Como defesa do ponto de que a teoria de casamentos de Becker (1991) se aplica à alocação de 

alunos e escolas, pode-se pensar que o casamento de uma escola entre vários alunos é um 

casamento poligâmico, tal como descrito por Becker no capítulo 3 (A Treatise on the Family), os 

detalhes do modelo relacionado serão dados no capitulo 3 desta tese. Porém, não é difícil de se 

extrapolar essa questão para os casamentos abordados pela literatura de two-sided matchings, 

pois grade parte da literatura das decisões familiares já incorporou tanto o modelo de Gale & 

Shapley (1962) quanto o modelo de Becker (1973 e 1974), ver por exemplo Weiss (1997), 

Bergstron (1997), Ermisch (2003) e mais recentemente Browning, Chiappori & Weiss (2011). 
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 Para ver uma a trabalhos da literatura de assortative mating tratada sob a perspectiva da evolução de casamentos 

inter-raciais, ver Fryer Jr. (2008) e Christensen (2008). Para estudos da educação, Rios-Neto & Guimarães (2010) 

empregam os métodos de progressão por série para identificar a seletividade no matching, à medida que os alunos 

progridem na carreira escolar, ou seja, para os últimos anos, o positive assortative mating de alunos e escolas se 

torna ainda mais positivo. 
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Volta-se a esse último ponto de interseção das literaturas mais à frente na seção 2.5. Por 

enquanto, na próxima seção, levantaremos trabalhos da demografia da educação e da literatura 

educacional, que ressaltam evidências importantes a serem consideradas para a tese. 

 

2.4. A Literatura sobre aquisição de aprendizado na Educação 
 

Uma miríade de estudos têm sido realizados para desvendar o impacto de diversos insumos 

educacionais no aprendizado. Recentemente, em 2010, o instituto Ayrton Senna, em parceria com 

o Instituto de Estudos do Trabalho e Sociedade (IETS), em uma equipe coordenada pelo 

pesquisador Ricardo Paes de Barros, divulgou um extenso trabalho de meta-análise dos principais 

fatores que influenciam a aquisição de conhecimento na educação.
40

 

 

Essa meta-análise organizou uma série de notas técnicas, agrupando diversos estudos da área de 

aprendizado educacional, e analisou a aquisição de conhecimento sob diversos aspectos 

agrupados em cinco dimensões: 1) Recursos da escola; 2) Plano e práticas pedagógicas; 3) 

Gestão da escola; 4) Gestão da rede de ensino; e 5) Condições das famílias. Essa meta-análise 

pôde ser realizada graças ao grande volume de trabalhos existentes avaliando a educação em 

diversos aspectos, resgatando textos clássicos e aliando a trabalhos mais recentes. 

 

Antes de detalhar as relações de algumas dessas dimensões mencionadas no parágrafo acima, 

convém realizar uma revisão dos estudos educacionais anteriores. Brooke & Soares (2008) 

organizaram um livro que reúne artigos e capítulos importantes de diversos autores da educação, 

pesquisadores de diversas áreas: pedagogia, sociologia, estatística, economia e psicologia. O livro 

começa com trechos do relatório Coleman (1966), que é hoje um marco da literatura 

contemporânea de avaliação da educação. O relatório foi uma demanda do congresso norte-

americano para avaliar o quadro educacional das escolas daquele tempo e foi um dos primeiros 

trabalhos a empregar a estatística para uma ampla base de dados sobre educação. 

                                                           
40

 A aquisição de conhecimento é medida por meio de testes padronizados tais como o SAEB, Prova Brasil, PISA 

(Program for International Student Assessment) e outros surveys independentes. As notas técnicas estão disponíveis 

no site: http://www.paramelhoraroaprendizado.org.br/ (último acesso 25/04/2013). Os dados completos da equipe 

podem ser encontrados em: http://www.paramelhoraroaprendizado.org.br/Conteudo/Sobre/equipe.aspx. 

http://www.paramelhoraroaprendizado.org.br/
http://www.paramelhoraroaprendizado.org.br/Conteudo/Sobre/equipe.aspx
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O relatório Coleman (1966) colocou uma evidência difícil de ser superada: a de que o 

desempenho das escolas dependeria mais de características pessoais e familiares dos alunos do 

que do ambiente escolar. 

 

Uma série de estudos posteriores vieram a confirmar os resultados do relatório Coleman (1966) e 

o papel das características individuais. Porém, paralelo a esse movimento, surgia a crítica de que 

as maneiras de se medir o ñefeito escolaò e outros efeitos institucionais da educação deveriam ser 

aperfeiçoados. Um argumento desta crítica coloca que se os estudantes negros possuiam 

desempenho inferior aos alunos brancos, isso ocorria por conta de uma desigualdade anterior 

proveniente do background social, e que diferenças de raça, por exemplo, só refletiriam uma 

desigualdade inerente do sistema. 

 

Em verdade, a crítica posta dessa forma não pareceria justa, já que muitos autores dessa primeira 

corrente, e o próprio Coleman, acreditavam que era preciso dirimir as desigualdades para o 

sistema funcionar de uma maneira geral e para todos. Porém a maneira sistêmica de ver a escola 

sem ressaltar suas particularidades deixava uma lacuna para um novo programa de pesquisa a ser 

desenvolvido. Brooke & Soares (2008, p. 218) resumem bem esse ponto: ñas escolas pertencentes 

ao mesmo sistema e com os mesmos recursos poderiam produzir resultados significativamente 

diferentesò. Medir as particularidades de cada escola se tornou tarefa importante para 

pesquisadores educacionais da década de 70 e 80. 

 

Em meados dos anos 70 e durante a década de 80 uma série de autores se voltaram para a questão 

de como medir apropriadamente o efeito escola e os insumos escolares. Importante, sob esse 

aspecto, foi o surgimento do conceito de valor adicionado, ou seja, a escola deve ser avaliada 

pelo aprendizado que ela agrega ao aluno e não simplesmente pela diferença de patamares entre 

as escolas. Incorporou-se também, nesta época, o conceito de modelos hierárquicos, que são 

modelos de regressão que levam em conta a estrutura aninhada dos dados. Willms (1992), apud 

Brooke & Soares (2008), foi o responsável pela introdução do conceito de valor adicionado em 
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meados dos anos 80. Enquanto que Bryk & Raudenbush (1987) e Lee & Bryk (1989) 

desenvolveram a teoria dos modelos hierárquicos aplicados às escolas.
41

 

 

A introdução desses conceitos foi um grande avanço para a literatura educacional, pois foi através 

deles que se pôde definir melhor o que antes se chamava efeito escola e efeito aluno. Como 

colocam Brooke & Soares (2008, p.222), o efeito escola aparece na literatura descrito em duas 

principais formas: 

 

ñA primeira defini­«o do efeito escola capta o efeito global das escolas do grupo de 

referência com base na divisão da variação total dos desempenhos dos alunos de 

todas as escolas em dois termos: a variação dentro das escolas e entre as escolas. O 

efeito escola é definido como a divisão da variação entre escolas pela variação total. 

Essa medida de efeito assume valores entre 0 e 1, e seu valor absoluto deve ser 

interpretado como uma medida da heterogeneidade das escolas do grupo de 

referência. Em outras palavras, se esse efeito é grande, a escolha de uma ou outra 

escola traz grandes consequências para o aluno, ou seja, tem impacto na vida escolar 

dos alunos. 

 

O segundo sentido do efeito escola é mais direto e intuitivo. Consiste no aumento no 

nível de proficiência do aluno que pode ser atribuído às práticas da escola. Por razões 

técnicas, a média dos efeitos das escolas do conjunto é considerado zero. Os valores 

positivos do efeito identificam escolas que são melhores do que a média, e os 

negativos, as escolas piores do que a média. Essa definição é usada com frequência 

para identificar escolas que merecem estudos de casoò.  

 

Essas duas definições de efeito escola acima apresentadas estão presentes no capítulo 6 desta 

tese. Em relação à primeira definição do efeito escola, as regressões de modelos hierárquicos 

realizadas com dados de alunos do 5º ano de Belo Horizonte, sugerem um efeito escola máximo 

próximo de 16% da variância (valores um pouco menores aos de outros estudos no Brasil). Sobre 

o segundo tipo de efeito escola ele será diretamente empregado nas simulações. A seção 6.3.1 

fornece detalhes sobre o uso desse efeito.  

 

No Brasil, os modelos hierárquicos encontraram grande número de aplicações no final dos anos 

90 e início dos anos 2000, César & Soares (2001), Albernaz, Ferreira & Franco (2002), Machado 
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 Ressalta-se que o desenvolvimento teórico dos modelos hierárquicos não se restringe apenas aos benefícios 

acadêmicos. O uso de modelos hierárquicos, ao permitir compreender melhor os efeitos de aluno e escola, auxiliam o 

entendimento do processo educacional, possibilitando recomendações práticas mais adequadas às políticas de 

educação. 
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et al. (2006), Biondi & Felício (2007) e Rodrigues (2009) são algumas delas.
42

 No geral, se 

encontra que o efeito escola no Brasil é um pouco maior do que os padrões internacionais, ou 

como colocam Brooke & Soares (2008, p. 464): ñO percentual da vari©ncia explicado pelo 

pertencimento escolar, depois de controlada a influência do nível socioeconômico, é um pouco 

maior do que os valores observados internacionalmente. Ou seja, há hoje uma ampla evidência 

empírica de que as escolas brasileiras podem ter um papel mais decisivo na melhoria do 

aprendizado cognitivo dos alunos de ensino b§sico brasileiroò. 

 

Um desenvolvimento paralelo, relacionado à literatura de economia da educação, procurou olhar 

com detalhes os insumos e os processos de desenvolvimento educacional. Hanushek (1986 e 

1992), e Hanushek & Luque (2002) analisam os insumos relacionados à escola tais como razão 

professor/aluno, salários dos docentes e tamanho das turmas. As primeiras evidências 

encontradas por Hanushek (1986) não foram muito animadoras, dado que o investimento por 

aluno não parecia estar relacionado à melhoria de desempenho, no entanto, isso indicava que 

escolas e alunos se distinguiam essencialmente na questão da qualidade. Estudos posteriores de 

Hanushek (1992) e Hanushek & Luque (2002) investigaram em maior profundidade esse aspecto.  

 

Alguns autores, como Murillo (2003), contrapõem a visão da escola dada por insumos e produtos, 

que está relacionada à produtividade escolar, e enfatizam a visão da eficácia escolar, que destaca 

os  processos da escola. Entretanto, essas visões não são tão contrastantes. A abordagem de 

insumos e produtos também se preocupa por entender os processos já que quanto melhor se 

conhecem os processos e atividades internas da escola, melhor podem ser especificados os 

produtos e insumos corretos a serem medidos. 

 

Voltando-se ao estudo de meta-análise abordado no início desta seção, entre os insumos mais 

importantes analisados (os de maior contribuição para a proficiência) estão a qualidade e 

experiência do professor, o tempo de exposição do aluno ao professor (interação aluno professor) 

e o efeito de composição das turmas, literatura de peer efects (ver Pinto, 2010).  

                                                           
42

 Rodrigues, Rios-Neto & Pinto (2010) apresentam resumo do resultado da primeira parte do trabalho de Rodrigues 

(2009). Nesse artigo os autores não fazem uso dos modelos hierárquicos, mas tratam do problema da queda do 

desempenho no SAEB no início dos anos 2000. Os autores usam os modelos de decomposição de densidade relativa. 

Baseando-se nesse trabalho, Delgado, Miranda-Ribeiro & Soares (2013) propuseram um índice para medir a 

desigualdade de desempenho escolar. 
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Sobre o impacto qualidade do professor em sala de aula, Rivkin, Hanushek & Kain (2005) 

estimam impacto positivo, e segundo medições da meta-análise de Barros (2010), transportado 

para o Brasil, esse efeito corresponderia de 57 a 70% do que um aluno tem de aprender em um 

ano de escola. 

 

Trabalho recente de Guimarães (2012) levanta maiores detalhes sobre os efeitos da qualificação e 

seleção dos professores pelos dados do FUNDESCOLA (Fundo de Fortalecimento da Escola). A 

autora encontra efeitos reforçando os impactos positivos da qualidade dos professores e acha 

também uma relação positiva entre o método de seleção dos professores e o desempenho dos 

alunos. 

 

Uma parte da literatura dos efeitos educacionais se dedica a mensurar um efeito importante e que 

pertence ao tema dessa tese: a escolha de escolas (school choice) e o efeito da competição entre 

escolas. A competição pode se dar com escolas públicas competindo entre si, tal como 

Abdulkadiroĵlu, Pathak & Roth (2005) alegam ter ocorrido após a implementação do matching 

em Nova York, ou entre escolas públicas e escolas comunitárias (charter schools), ou ainda entre 

escolas públicas e privadas. 

 

Garoman (1996) estuda um tipo bastante peculiar de escolas do sistema norte americano: as 

magnet schools. Essas escolas foram criadas para serem centros de excelência nos distritos 

escolares e para impedirem a segregação racial dos Estados Unidos. Foram pensadas já com um 

currículo diferenciado, na perspectiva de serem um modelo vocacional, acadêmico e de 

integração. Porém as escolas possuem autonomia para a seleção dos alunos: algumas aplicam 

provas, enquanto outras selecionam os alunos por sorteio.  

 

Os dados de Garoman (1996) são do National Educational Longitudinal Study (NELS) e o autor 

analisou os anos de 1988 e 1990 da pesquisa. Os efeitos das escolas magnet foram extremamente 

positivos, comparando com os variados tipos de escolas do banco: escolas católicas privadas, 

escolas privadas não religiosas e escolas públicas comuns. Entretanto, os fatores limitadores 

dessa pesquisa são de que o número de escolas magnet na pesquisa (48 escolas) é extremamente 

pequeno perto do universo de escolas dos EUA, sendo que, além disso, tais escolas possuem um 



73 

 

sistema bastante peculiar de funcionamento. Tendo isto em vista, é difícil extrapolar os resultados 

das magnet schools. Ainda assim, esse modelo de escola é importante de ser analisado em 

detalhes. No capítulo 7 desta tese, uma das simulações para políticas públicas é inspirada nesse 

tipo de escolas.  

 

Cullen, Jacob & Levit (2006) realizam uma análise do school choice para escolas de Chicago nos 

Estados Unidos. Nesse trabalho os autores compararam estudantes pretendentes ao school choice 

que optaram por determinada escola em que a demanda superou a oferta. Respeitados os critérios 

da autoridade educacional para a composição das turmas, um número de pretendentes maior do 

que o número de vagas determina um sorteio aleatório dos alunos. Por este sorteio alguns alunos 

conseguem a vaga, enquanto que outros são alocados para outras escolas de acordo com critérios 

de zoneamento.
43

 

 

Cullen, Jacob & Levit (2006) também realizam um levantamento das distâncias da casa do aluno 

até a escola, tais como as medições que aqui foram realizadas. Para os alunos que ganham a 

loteria para escolas comuns (e por isso têm que, em geral, percorrer maiores distâncias) o efeito 

da distância encontrado pelos autores é negativo. No entanto, para alunos que ganham o sorteio 

para escolas de alto valor agregado, de média elevada e de alta popularidade (muito demandadas) 

o efeito da distância passa a ser positivo. 

 

Sobre a concorrência entre as escolas públicas, o resultado final de Cullen et al. (2006) não é 

conclusivo, o efeito total dos alunos que foram selecionados aleatoriamente para a escola que 

escolheram no sorteio é ligeiramente negativo em relação à aqueles não sorteados, sendo que 

aparentemente não encontraram efeito para a escolha de determinadas escolas públicas. 

 

Hoxby (2000) e Hoxby & Muraka (2009) analisam o efeito das escolas comunitárias norte-

americanas para os distritos de Washington e Nova York, também tentando controlar por um 

efeito de seleção. Em Hoxby (2000) esse controle é feito com efeito de borda entre diferentes 
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 O leitor pode observar que a descrição do critério de school choice de Chicago se assemelha à descrição do critério 

de seleção de Boston pré-2005. No entanto, pela descrição presente no artigo de Cullen et al. (2006) é possível 

identificar que um mesmo aluno pode participar de mais de uma loteria para diferentes escolas, mas o artigo não 

explica se essas escolhas são tomadas uma a uma ou se existiriam mais de uma opção para o aluno ao início do 

período de matrículas, tal como ocorria no sistema de Boston. 
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distritos e em Hoxby & Muraka (2009) por uma seleção aleatória dos alunos que foram elegidos 

para as charter schools. Ambos os estudos relatam um efeito positivo para os alunos que 

frequentam as charter schools. 

 

Outra área de estudos da educação investiga os possíveis efeitos da região de moradia do 

estudante na proficiência. Sobre esse tema, Ribeiro & Katzman (2008) reuniram uma série de 

trabalhos explorando a relação entre a escola e o seu entorno social e urbano. Investiga-se o efeito 

de localização da escola, procurando-se entender em que condições o território contribui para a 

redução ou perpetuação das desigualdades. 

 

Soares, Rigotti & Andrade (2008) estudam os efeitos da segregação espacial urbana de Belo 

Horizonte no desempenho do SAEB. Na construção dos dados, os autores utilizam dados do 

Censo Demográfico Brasileiro e uma informação do Nível Sócio Econômico (NSE) das escolas 

para verificar a relação entre o entorno urbano da escola e os resultados de NSE. Na conclusão 

deste trabalho, os autores apontam algumas relações espaciais entre a equidade e qualidade das 

escolas por região de BH e conjecturam várias hipóteses, tais como a do efeito de migração e 

deslocamento dos alunos, que puderam ser melhor trabalhadas nesta tese. 

 

Por fim, destaca-se que a literatura sobre os efeitos educacionais é importante para a interpretação 

dos resultados obtidos das simulações do capítulo 7. Além de se destacar a evolução desse campo 

de estudos, a consulta dessa literatura procurou ressaltar três efeitos importantes para a 

simulação:  

 

1. o efeito de composição das turmas (enturmação);  

2. a interação entre aluno e escola (e interação entre turmas de alunos e a escola, e como 

medir o efeito escola); e  

3. a concorrência entre escolas públicas e a relação da escola e o território. 

 

Uma das principais medições realizadas nessa tese é a distância de casa até a escola para cada um 

dos alunos. Essa variável permitiu destacar o efeito da alocação como um efeito importante para 

a literatura educacional. 
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2.5. A Interseção entre as três Literaturas  
 

As três literaturas anteriormente abordadas possuem cada uma delas uma agenda de pesquisa bem 

delimitada. A literatura de aprendizado na educação é a mais ampla e congrega conceitos de 

diversas áreas, sendo que diversos recortes dessa literatura podem ser realizados e com diferentes 

propósitos. A literatura de two-sided markets se encontra em plena expansão, com artigos 

recentes sendo publicados e com novos achados divulgados, o mesmo se pode dizer da literatura 

de assortative matings, embora, como ressaltado, essa literatura não foi ainda aplicada ao 

casamento de alunos e escolas.  

 

O intuito desta presente seção é definir a interseção entre essas três literaturas. A tarefa não é 

fácil, dado os propósitos distintos de algumas delas, mas há alguns indícios dos caminhos que 

podem ser percorridos.  

 

Em relação às duas literaturas de matchings analisadas, a ligada a Gale & Shapley (1962) e a 

vinculada a Becker (1973 e 1974), Browning, Chiappori & Weiss (2011) realizam a ligação entre 

as duas vertentes com muita propriedade. Os autores citam que pelo algoritmo de Gale-Shapley, 

se tanto homens quanto mulheres classificam uns aos outros por meio de uma única característica 

observada, digamos que a renda ou a educação, o resultado final do algoritmo será o positive 

assortative mating, estipulado por Becker (ver seção 2.3). Em relação ao algoritmo com 

transferência de utilidades, Browning, Chiappori & Weiss (2011, p. 296) denominam o algoritmo 

com a alcunha de ñBecker-Shapley-Shubikò, em uma clara fus«o entre os dois referenciais 

teóricos, o de Becker (1973) e o de Shapley & Shubik (1971). 

 

Revisitando Roth & Sotomayor (1990, p.247) os autores mencionam a interseção entre as 

pesquisas, mas também destacam as diferenças entre elas. Apesar das diferenças, Roth & 

Sotomayor apostam em uma profícua interação entre as duas áreas: 

 

ñAs mentioned in the guide to the literature following Chapters 2 and 8, highly 

structured models of the kind explored by Becker (1981), which make strong 

assumptions about the nature of agentsô preferences, allow one to investigate how 

agents sort themselves out, that is, who is matched to whom. The models explored in 

this volume make few assumptions about preferences, but reveal a great deal of 
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structure to the set of stable outcomes, some of which allow welfare comparisons 

(e.g., there are optimal stable outcomes for each side of the market). It seems likely 

that these two kinds of investigations can be profitably combined.ò  

(Roth & Sotomayor, 1990, p.247, grifo do autor da tese) 44 

 

Em outro trecho, Roth & Sotomayor (1990, p.220) apontam uma diferença importante da 

abordagem entre os dois arcabouços: 

 

ñBecker (1981), Who uses the assignment model to study marriage and household 

economics, makes use of the fact that stable outcomes all correspond to optimal 

assignments (and that the optimal assignment is typically unique) to study which men 

are matched to which women, for different assumptions about how the assignment 

matrix is derived.ò (Roth & Sotomayor, 1990, p.220) 

 

Roth & Sotomayor (1990) destacam no ponto acima que a maneira como as preferências dos dois 

grupos são obtidas se altera em essência entre os modelos. No modelo de Becker (1991) há uma 

variável, ou um conjunto de duas ou mais variáveis, que ajudam os pares a se decidir sobre as 

características importantes e que derivam maior utilidade para a união com o parceiro. Em outra 

explicação Roth & Sotomayor (1990, p.51-52) apresentam que o modelo de Becker se aproxima 

mais dos modelos de assignment games (apresentado no capítulo 8 de Roth & Sotomayor, 1990): 

 

ñ[Becker (1981)] considers a much more highly structured model of the kind to be 

considered in Chapter 8, but in which preferences are not taken as primitives, but 

rather correspond in a given way to attributes of agents (such as wage earning or 

homemaking ability). Thus although our results focus on things like the existence of 

stable outcomes for any preferences, his concern is with how the agents sort 

themselves out (e.g., high wage earners marry good cooks) for particular 

preferences.ò Roth & Sotomayor (1990, p.51-52) 

 

Em seu livro ñA Treatise on the Familyò Becker (1991, p.127 n.23) percebe a complementaridade 

entre as duas áreas, o autor destaca a relação de uma das condições do core dos casamentos de 

sua teoria com a condição de estabilidade de Gale & Shapley (1962). Essa condição mencionada 

por Becker é a mesma que está apresentada na equação (7) desta tese: 

 

                                                           
44

 O livro de Becker ñA Treatise on the Familyò, possui uma edição anterior de 1981, que é a edição que Roth & 

Sotomayor (1990) referenciam, mas é essencialmente o mesmo livro. Para essa tese a versão consultada foi a de 

1991. 
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ñGale and Shapley (1962) require optimal assignments to be ñstableò; that is, persons 

not assigned to each other could not be made better off by marrying each other, a 

requirement that is closely related to condition (4.5).ò (Becker, 1991, p. 127n.23). 

 

Dependendo do ponto de vista, pode-se afirmar que a teoria de Becker faz pressuposições mais 

fortes para as preferências dos casais. No modelo de Becker, os casais concordam entre si sobre 

quais características devem ser valorizadas para ranquear o outro lado do mercado, isso se dá 

porque a utilidade não difere entre os indivíduos de um mesmo grupo.
45

  

 

A equação (4.20), mencionada no trecho abaixo, trata a divisão do produto do domicílio entre os 

membros do casal como fixa, e serve como um comparativo para o modelo de Gale & Shapley 

(1962), para o qual esse produto do casamento não está sob investigação e pode ser tomado 

implicitamente como fixo. Becker (1991, p. 127) é incisivo em apontar as diferenças entre as 

teorias: 

 

ñMy approach to the marriage market contrasts sharply with other formal models of 

marital sorting (see Gale and Shapley, 1962; Stoffaës, 1974). These models, like the 

model given by Eq. (4.20), assume that each person has a given ranking of potential 

mates that determines rather than is determined by the equilibrium sorting. Unlike the 

rankings implied by (4.20), however, in these models different persons may not rank 

potential mates in the same way [é]. If rankings were not the same, an ñoptimalò 

sorting could only try to minimize the overall conflict between feasible and preferred 

matches. 

 

These models can be said to assume implicitly, while the model given by (4.20) 

assumes explicitly, that the division of output in any marriage is not determined by 

the marriage market and is completely rigid. An individual usually would not prefer 

the mate assigned him by the optimal sorting, because marital prices are not permitted 

to eliminate the inconsistencies among the preferred choices of different persons. If 

the division of marital output were determined by the marriage market, the ranking of 

potential mates would not be given; it would depend on how the outputs produced 

with different mates were divided. That is to say, if marital prices were flexible, the 

problem formulated and solved by these models would be irrelevant to actual marital 

sortings.ò Becker (1991, p. 127) 

                                                           
45

 Uma possível generalização para o modelo de Becker seria tratar funções de utilidade distintas para pessoas 

diferentes de um mesmo grupo. Isso poderia adicionar uma complexidade difícil de ser tratada no modelo. Becker & 

Murphy (2000, p. 30) preferem reduzir o problema por partes, ou seja, dividir o mercado maior em submercados: 

ñObviously, there are considerable differences in many marital preferences since, for example, Catholics may prefer 

to marry Catholics, blacks to marry blacks, and tall people to marry tall people. However, strong differences of this 

type may simply decompose the overall marriage market into various homogeneous submarkets, where participants 

in each submarket, such as the white or black submarket, marry others in the same submarketò. 
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O que Becker (1991) ressalta nestes dois parágrafos acima é que o preço de homens e mulheres 

no mercado de casamentos importa para a sua investigação sobre os casamentos. Becker esperava 

que em sociedades com oferta de muitos homens o preço cairia, e isso se manifestaria de várias 

maneiras, inclusive com homens obtendo uma menor repartição do produto no casamento.
46

  

 

No entanto, a nota de rodapé 24 do último parágrafo supracitado de Becker, (Becker, 1991, p.127 

n.24) reconhece a relevância da situação proposta pela outra teoria quando não há preços 

envolvidos: 

 

ñIt might be relevant, however, to markets that do not use prices to determine 

assignments. For example, Gale and Shapley (1962) also discuss the assignment of 

applicants to different universities.ò (Becker, 1991, p.127 n.24).
47

 

 

Mercados de alocação que não envolvem mecanismos de preços são justamente o ponto 

importante para alavancar a teoria da alocação de alunos nas escolas públicas e o seu impacto na 

proficiência. O tema também serve para introduzir, com maior riqueza de detalhes, a literatura 

educacional na investigação de como as alocações por algoritmos podem ajudar no bem estar e 

no desempenho escolar dos alunos. 

 

Como foi visto na seção 2.2, diversos autores estudaram os sistemas de alocação de alunos e 

escolas empregados em diversas cidades do mundo. Essa literatura trouxe uma série de 

conhecimentos administrativos e sugestões de procedimentos ótimos sob o ponto de vista das 

preferências. A literatura educacional aborda o problema do school choice e o efeito do território 

na escola, e enfatiza que esse ponto pode ser importante para o aprendizado. 

 

Ressalta-se novamente que a literatura de casamentos para a formação de domicílios de Becker, 

muito estudada pela demografia, não parece ter sido ainda expandida para uma analogia de 

casamento entre alunos e escolas. 

 

                                                           
46

 Essa é uma interessante analogia para determinar preços no mercado de escolas particulares. 
47

 O anexo C apresenta duas figuras esquemáticas com um diagrama de fluxo que representa as diferenças entre as 

duas literaturas. 
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Propõe-se para esta tese, um trabalho de demografia da educação que una essas três linhas de 

pesquisa, já que parece existir uma forte área de possível interação entre elas. A tese se propõe 

estudar os casamentos entre alunos e escolas. Bem como, estudar quais as maneiras que estes 

ñcasamentosò possuem para propiciar maiores ganhos de aprendizado aos alunos. Apresenta-se 

como a oferta e a demanda interagem em situações em que não há um mecanismo de preços, e a 

maneira de como essas partes se fundem impactando no produto final (o aprendizado). 

 

Como já exposto, um dos principais motivadores deste trabalho é que o sistema atual pode 

acarretar numa ñarmadilha de pobrezaò ao designar para um aluno capaz, e morador de um bairro 

pobre, a escola mais próxima. O procedimento em vigor assume implicitamente que todas as 

escolas públicas são de igual qualidade, o que não parece ser verificado na prática. 

 

Há que se considerar que propor outras alocações diferentes daquela de menor distância, é um 

problema logístico bastante complexo. O deslocamento em grandes cidades é um componente 

importante do orçamento das famílias mais pobres, além de ser muito dispendioso em tempo, e 

perigoso para crianças pequenas.  

 

Os efeitos negativos de um deslocamento para maiores distâncias podem se sobrepor, em larga 

medida, aos efeitos positivos de se estudar em uma escola mais qualificada. Principalmente se a 

diferença de qualidade não for muito grande. Os custos e as implicações oferecidas por outras 

alocações entre escolas e estudantes deverão também ser abordados na tese. 

 

Outra questão primordial diz respeito a alterações do status quo vigente: ño que fazer com os 

alunos que j§ se encontram nas escolas ditas melhores?ò Designar que esses alunos que têm 

background melhor devam ceder lugar a um colega menos favorecido, porém capaz, pode ser tão 

injusto quanto o atual sistema. Afinal, quem mais merece o ensino de qualidade? A resposta fácil 

diria que todos merecem igualmente. Porém, essa é uma resposta que procura melhorar toda a 

tecnologia de ensino. O tema proposto toma a tecnologia atual como dada e tenta usar o fator de 

alocação como ferramenta para oferecer melhores possibilidades, e a questão ética por trás de 

uma alocação diferente é de extrema importância. 
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3. OS MÉTODOS DE PAREAMENTO  
 

A escolha de uma notação para unificar diferentes literaturas é desafiadora. De um lado, corre-se 

o risco de sobrecarregar a notação, utilizando uma nova denominação para cada conceito novo 

utilizado, mas que, porém, não é essencialmente muito diferente dois conceitos utilizados nas 

outras áreas. Por outro lado, usar uma notação muito sucinta não permite a distinção e que o leitor 

rapidamente identifique os conceitos das literaturas abordadas. Uma notação é tanto melhor 

quanto mais rápido e mais economicamente ela permite o leitor abstrair informações precisas 

sobre o conceito trabalhado, uma tentativa de conciliar economia e precisão.  

 

Entretanto, de uma maneira ou de outra, escolhas para a notação têm de ser feitas, e em certos 

momentos essas escolhas exigem que se opte por uma alternativa que, naturalmente, possui prós 

e contras. Um maior detalhamento pode ser oneroso demais em termos de carregar a notação, 

dificultar a leitura, e não trazer outros ganhos mais imediatos. Em contrapartida, uma notação 

sucinta demais pode levar a uma notação hermética ou, o que é pior, uma confusão entre os 

conceitos trabalhados.  

 

A estratégia aqui adotada foi uma tentativa de unificar as nomenclaturas das diversas áreas 

abordadas no segundo capítulo, procurando respeitar os pontos que elas possuem de diferença. 

Grande parte da notação aqui utilizada seguiu a padronização de Roth & Sotomayor (1990) e 

Fernandes (2007), algumas adaptações se fizeram necessárias para melhor transição entre os 

conceitos de uma área a outra, pois no capítulo de análise exploratória a notação é essencialmente 

a que comunmente se encontra na literatura de estudos da educação. 

 

Destaca-se que em cada uma das literaturas abordadas a nomenclatura pode assumir formas 

distintas para simbolizar os conceitos. Em Becker (1973, 1974, 1991) e Becker & Murphy (2000) 

percebe-se algumas mudanças da notação utilizada. O mesmo ocorre nas outras duas literaturas. 

O objetivo da seção 3.1, a seguir, é o de situar o leitor para os conceitos utilizados no restante da 

tese, e o restante do capítulo descreve formalmente os fundamentos das teorias utilizadas. 
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3.1. Principais definições e conceitos (Nomenclatura) 
 
 

Inicialmente serão apresentados os modelos de casamentos monogâmicos entre homens e 

mulheres. Cada homem pode se casar com apenas uma mulher, e cada mulher pode casar com 

apenas um homem (não existe poligamia)
48

, essa suposição inicial facilita a exposição dos 

mecanismos de matchings. 

 

Os modelos de matching one-to-one com a analogia de casamentos entre homens e mulheres são 

dados por dois conjuntos disjuntos e finitos de pessoas: homens (H) e mulheres (W), cada 

conjunto desses com n indivíduos, ou seja, mesmo número de pessoas em cada grupo.
49

        

Pode-se representar o conjunto dos homens como H = {h1, h2, ..., hn} e o das mulheres como W = 

{ w1, w2, ..., wn} : 

 

Conjunto dos Homens: H = {h1, h2, h3, ..., hn}  

Conjunto das Mulheres: W = {w1, w2, w3, ..., wn}  

 

Neste capítulo as definições estão numeradas e em ordem crescente e são precedidas pela letra D, 

com letra e número em negrito e o enunciado em itálico. Da mesma forma, os teoremas são 

precedidos pela letra T e o número em ordem crescente, os algoritmos são precedidos pela letra A 

e as proposições por P, ambos negritados e com numeração.  

 

Cada pareamento específico é denominado por ɛ e a denominação formal de matching é: 

 

D.1. Um matching ɛ é uma correspondência um-a-um de um conjunto HUW sobre si mesmo, e 

de ordem dois (isto é ɛ
2
(x) = x) tal que se ɛ(h) Í h então ɛ(h)ÍW e se ɛ(w) Í w então ɛ(w)ÍH. 

Nos referimos ɛ(x) como o parceiro de x. 

                                                           
48

 Na seção 3.5, a analogia com a poligamia será discutida em relação aos modelos de Becker (1991, cap. 3). 
49

 O tamanho dos grupos é alterado no modelo many-to-one. Percebe-se aqui que, em geral, tanto a literatura de two-

sided markets quanto a de assortative matings utilizam as letras M, do inglês men e W, de women para designar esses 

dois grupos. Como em português M pode ser confundido como o designador do grupo de mulheres, e na 

nomenclatura aqui proposta a variável de alunos migrantes será denominada por M, adotou-se a convenção pouco 

comum, mas que atende aos propósitos, de chamar o grupo dos homens por H e continuar com W para o grupo das 

mulheres (observa-se que também se empregou o W para variáveis ligadas ao nível dos bairros, mas essas variáveis 

foram menos frequentes, quando oportuno, a distinção será feita no capítulo 6). 
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Exemplificando em detalhes, dado um homem h qualquer, se diz que a sua parceira no casamento 

ɛ será representado por ɛ(h) = w. No caso, isso significa que no pareamento ɛ, o homem h está 

casado com a mulher w. Em outro matching, digamos que ɛô, pode-se ter ɛô(h) = z, lê-se: ñno 

pareamento ɛô, o homem h está casado com a mulher zò. 

 

O mesmo vale para as mulheres, se ɛ(h) = w, tem-se que, para esse mesmo matching ɛ, a mulher 

w deve estar casada com o homem h, representado por ɛ(w) = h. Existe ainda a possibilidade de 

um homem e uma mulher estarem solteiros. Nesse caso, a notação diz que a pessoa está casada 

consigo mesma. Sendo assim, caso o homem h esteja solteiro, a notação é: ɛ(h) = h. A definição 

D.1 diz que se um homem ou uma mulher não estão solteiros eles necessariamente estão casados 

com alguém do outro grupo. 

 

Ao elencar todos os pares (ou grupos, para o caso de escolas e alunos que se verá mais à frente) 

de um matching ɛ, ɛ será denominado por três principais maneiras (exemplo de três homens e 

três mulheres): 

 

ɛ = {(h1, w1), (h2, w2), (h3, w3)}    

 

ou: 

 

3

3

2

2

1

1

h

w

h

w

h

w
=m  

 

Ou ainda na forma de uma matriz binária em que 1 denota o par formado e 0 a ausência de pares: 

 

‘

ὔ
Ὤ
Ὤ
Ὤ

ύ ύ ύ
ρ π π
π ρ π
π π ρ

 

 

As três formas acima representam o mesmo casamento (são os mesmos pares formados) 

alterando apenas a forma de apresentação. O primeiro caso mostra o conjunto de todos os pares 
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homem e mulher e será a forma privelegiada para uso no corpo do parágrafo e no texto dos 

teoremas apresentados. 

 

A segunda forma de apresentação é uma matriz em que, por convenção, mostra os pares com 

mulheres em cima e os homens em baixo. Essa forma será utilizada essencialmente nos 

exemplos.  

 

A terceira maneira de representar o matching é por meio da matriz em que os homens são 

representados nas linhas e as mulheres nas colunas, o matching é denominado pelo binário, a 

célula de valor 1 denota um casamento formado, 0 indica que não há casamento. Essa forma foi 

essencialmente usada para representações de exemplos com mais de quatro indivíduos de cada 

grupo e no caso de alunos e escolas (os alunos nas linhas e escolas nas colunas).
50

 No caso da 

matriz, o matching é também representado por M  em negrito. 

 

O conjunto de todos os matchings possíveis é denominado por M , no caso de dois homens e duas 

mulheres esse conjunto é o conjunto dos conjuntos de pares: 

 

M   = {{( h1, w1), (h2, w2)},  {( h1, w2), (h2, w1)}}  

 

No caso de três homens e três mulheres há seis matchings que podem ser formados, no caso de 

quatro homens e mulheres, são 24 casamentos, e assim por diante para números maiores (n!). 

 

Os casamentos (ou matrículas) ocorrem voluntariamente, por isso se diz que os casamentos são 

racionais e ninguém é obrigado a casar-se com quem não deseja. A definição de casamento 

racional é a que se segue (conforme fornecida por Roth & Sotomayor, 1990, p. 21):  

 

D.2. O matching ɛ ® individualmente racional se cada agente é aceitável para o seu parceiro. 

Isto é, um matching é individualmente racional se ele não é bloqueado por qualquer agente 

(indivíduo). 

                                                           
50

 A maneira matricial de representação foi também a forma essencialmente utilizada para o desenvolvimento dos 

algoritmos na linguagem R, ver anexo B. 
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Um tipo especial de matching é o matching estável. Os matchings estáveis são um subconjunto 

do conjunto de todos os matchings possíveis de um mercado de casamentos (M  ): 

 

D.3. Um matching ɛ é estável se não é bloqueado por nenhum indivíduo ou por nenhum par de 

agentes. 

 

O par bloqueante se refere a qualquer par de indivíduos, casados ou não, que seja preferível ao 

par já formado. Um matching estável não possui nenhum indivíduo que prefira outro indivíduo 

do sexo oposto em relação ao seu parceiro atual, e no qual esse indivíduo também o prefira. Na 

definição formal: 

 

D.4. Um par bloqueante é dado por um par h e w pareados sob um matching ɛ, sendo que existe 

algum ɛô tal que ɛô(h) ṋ  ɛ(h) e ɛô(w) ṋ  ɛ(w). Os indiv²duos h e w bloqueiam o casamento ɛ 

pois ambos podem melhorar no casamento ɛô e µ é não estavel. Um casamento necessita de 

apenas um par bloqueante para que seja não estável. 

 

O exemplo 2 da seção 3.2 ajuda a compreender a definição de pares bloqueantes. Na definição de 

par bloqueante empregou-se o conceito de preferências em relação aos pares. Cada homem ou 

mulher dos conjuntos acima mencionados possui suas preferências, representadas por P. Essas 

preferências são dadas para cada pessoa e sobre todos os membros do conjunto oposto (são 

completas). Por exemplo, as mulheres conseguem elencar todos os homens do mais preferido ao 

menos preferido. As preferências oferecem um ordenamento completo e estrito das opções de 

parceiros: 

 

 

P(w) = h3, h4, h5, ..., h1 

 

 

Em que P(w) é o ordenamento de preferências dado por uma mulher qualquer w. No caso, essa 

mulher prefere o homem h3 ao h4, o h4 ao h5 e assim por diante. O último homem em sua lista de 

preferências é h1.  
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Tais prefer°ncias podem ser representadas pelo s²mbolo de ordem ñprecede aò ou ñmais preferido 

aò óṋô, ou de ñsucede aò ou ñmenos preferido aò óṊô. Assim, as preferências da mulher w podem 

também ser escritas como: 

 

P(w): h3 ṋ h4 ṋ h5 ṋ ... ṋ h1 

 

Em geral, serão abordadas prioritariamente preferências estritas em que se usa o símbolo de 

fortemente preferido óṋô tal como o que foi usado acima. Em determinadas situa­»es poder«o ser 

mencionadas relações de pares que são ñfracamente preferidosò óṏô ou mesmo o sinal de 

ñindiferençaò ó~ô: 

 

P(w): h3 ~ h4 ṏ h1 

 

Que corresponde a dizer que a mulher w é indiferente entre os homens h3 e h4 e que os prefere 

fracamente a h1 (eles são ao menos tão bons quanto). No entanto, por motivos que ficarão mais 

claros em 3.2, na maioria das situações, as preferências serão tratadas como preferências 

estritas.
51

 

 

Do mesmo modo, os homens também podem ter suas preferências representadas. Para um 

homem h: 

 

P(h) = w9, w1, w3, ..., w8 

 

Ou: 

 

P(h): w9 ṋ w1 ṋ w3 ṋ ... ṋ w8 

 

Como as preferências estão presentes para todos os indivíduos do mercado de casamentos, pode-

se representar uma preferência com o subscrito: h3 ṋ  h4, que significa que a mulher w prefere h3 

                                                           
51

 Se a pessoa é indiferente entre duas ou mais opções, uma maneira de fazer com que ela decida é estabelecer um 

sorteio. Já que a pessoa é indiferente ao parceiro, ela também será indiferente a qualquer resultado do sorteio. Para a 

mulher w, por exemplo, o sorteio pode levar a uma decisão por h3 ṋ h4, ou h4 ṋ h3, e ela estará igualmente satisfeita. 

Supondo que na ocorrência de indiferença existe uma regra de decisão, fica mais fácil entender o porquê das 

preferências estritas. 



86 

 

estritamente a h4. No caso do homem h, tem-se: w3 ṋ  w8. A representação acima pode ser usada 

para matchings inteiros: ɛ ṋ  ɛô, que diz que a mulher w prefere o matching ɛ ao ɛô. E pode-se 

aplicar a grupos inteiros, todo o grupo das mulheres, por exemplo: ɛ ṋ  ɛô, que quer dizer que ɛ 

ṋ ɛ é válida para cada mulher pertencente à W. Uma condição mais fraca é: ɛ ṏ  ɛô, que 

significa que pelo menos uma mulher de W prefere ɛ estritamente à ɛô, e as outras podem ser 

indiferentes ou não. 

 

As preferências racionais são também transitivas, ou seja, se w1 ṋ w2, e w2 ṋ w3, tem-se que, por 

consequência da transitividade, w1 ṋ w3. 

 

Em se tratando de matchings estáveis propostos pelo algoritmo deferred aceptance, a notação ɛH 

e ɛW significa que o matching foi obtido pelo Gale-Shapley com homens e mulheres propondo, 

respectivamente. 

 

Com os elementos dados, o mercado de casamentos pode ser representado pela tripla: (H, W, P ). 

Um conjunto de homens, outro de mulheres, e as preferências racionais conhecidas de cada um 

dos agentes para os membros do outro grupo. Essas informações serão trabalhadas para a 

formalização dos algoritmos e apresentação de exemplos da seção seguinte. 

 

Ao tratar de alunos e escolas a notação muda ligeiramente, os homens são substituidos por 

alunos, que são os proponentes nos algoritmos simulados. E as mulheres são substituidas pelas 

escolas, que recebem as propostas. O grupo dos alunos é dado por I e o das escolas por S, os 

conjuntos são finitos (de tamanho n) e disjuntos, ou seja, I ž S = .ɲ Um exemplo para os 

conjuntos com n alunos e m escolas (n Í m) segue abaixo: 

 

Conjunto dos alunos: I = { i1, i2, i3, ..., in}  

Conjunto das escolas: S = {s1, s2, s3, ..., sm}  

 

Uma diferença essencial do mercado de alunos e escolas é que os pares não precisam ser tomados 

um a um, uma mesma escola recebe vários alunos até o limite da sua capacidade. Por isso, é 

necessário especificar um vetor de capacidades, esse vetor foi chamado de Q: 
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Vetor de capacidades das escolas: Q = (q1, q2, q3, ..., qm) 

 

O q1 é um número inteiro que indica quantas vagas a escola s1 possui, o q2 indica quantas vagas 

possui a escola s2, e assim por diante, até a informação de capacidades da última escola do 

conjunto S, qm. Em um sistema com três escolas em que a primeira possui 5 vagas, a segunda 2 

vagas e a terceira 6, tem-se o seguinte vetor Q: 

 

Q = (5, 2, 6) 

 

De maneira semelhante ao descrito para o mercado de casamentos, cada aluno i possui 

preferências completas para as escolas presentes no sistema e cada escola possui preferências 

completas pelos alunos.  

 

Abdulkadiroĵlu & Sºnmez (2003) ressaltam que o termo ñprioridadesò se adapta melhor para o 

contexto das escolas, dado que nenhuma escola pública pode discriminar alunos ou preferir uns 

alunos a outros. As prioridades ressaltam aspectos administrativos, sociais, econômicos e são 

critérios que a sociedade estipula para priorizar as vagas escassas. Em termos do conceito teórico 

de prioridade, não há diferença para a determinação do algoritmo, tanto que continua sendo 

representada por P. Ao se referir às escolas, são utilizados nesta tese tanto os termos preferências 

como prioridades, não se fazendo distinção entre os conceitos, a não ser quando explicitado 

textualmente. 

 

Um ponto importante para o entendimento do funcionamento dos algoritmos e dos elementos de 

teoria dos jogos presentes na teoria de alocação envolve a declaração das preferências pelos 

agentes. O conceito de preferências até aqui ressaltado se refere às verdadeiras preferências dos 

indivíduos e escolas. Entretanto, uma ação possível para os jogadores é declarar um ordenamento 

diferente do verdadeiro. Nesse caso se diz que os agentes repassam um vetor com informações 

sobre as preferências (I ). Em teoria de jogos esse vetor pode ser interpretado tal como uma ação 

ou estratégia dos agentes. 
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Um conceito de jogos que ajuda na predição de possíveis equilíbrios estabelece que para 

compensar declarar sempre as verdadeiras preferências, P(i) deve ser uma estratégia dominante 

para o jogador i, ou seja, a ação que o jogador i adota é igual a declarar as verdadeiras 

preferências, ou seja, escolher a ação em que I (i) = P(i). 

 

D.5. Uma estratégia é dominante para um agente i ocorre quando I *(i)  é a melhor resposta 

para todos os possíveis conjuntos de escolhas estratégicas de I -i tomada por todos os demais 

agentes. 

 

O ïi representa todos os demais agentes menos o i. Quando todos os jogadores possuem 

estratégias dominantes, o jogo possui necessariamente um único equilíbrio de Nash.
52

 Na seção 

3.3.1, se verá que em um sistema sob o funcionamento do algoritmo deferred acceptance com 

alunos propondo, declarar as verdadeiras preferências é uma estratégia dominante para todos os 

alunos. Isso não será necessariamente verdadeiro para as escolas, mas o desenho do sistema pode 

fazer com que as escolas declarem suas verdadeiras preferências seja também a estratégia 

dominante, proporcionando um funcionamento harmônico dos algoritmos, tal como descrito com 

verdadeiras preferências e de interesse dos jogadores. 

 

Uma definição que será muito empregada neste capítulo, e também nos posteriores, é a definição 

de ótimo de Pareto e de uma melhoria de Pareto. Adaptando-se o conceito de Mas Colell et al. 

(1995, p. 313) para o conceito do mercado de casamentos temos D.6: 

 

D.6. Um casamento fact²vel ɛ ® Pareto ·timo (ou Pareto eficiente) se n«o h§ nenhum outro 

casamento fact²vel ɛô tal que ɛôṏ  ɛ para todo h  ɸH e ɛô ṋ  ɛ para pelo menos um h quaquer 

tal que h ɸ  H. Definição que pode ser generalizada também para as mulheres, w  ɸW. 

 

                                                           
52

 O equilíbrio de Nash (1951) ocorre quando os agentes adotam a melhor resposta em um jogo não-cooperativo. O 

fato de alguns participantes poderem declarar preferências não verdadeiras insere elementos de jogos não 

cooperativos nos modelos de matching. Definições formais dos conceitos de teoria dos jogos podem ser encontradas 

em Mas-Colell, Whinston & Green (1995, cap. 7-9)  
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Em palavras, uma melhoria de Pareto significa melhorar pelo menos uma pessoa sem piorar 

nenhuma outra, situações em que um casamento pode melhorar a todos os indivíduos são 

passíveis de melhorias de Pareto. Na teoria de two-sided matchings existem alguns limites para o 

ponto em que se pode melhorar a todos participantes com um casamento (veja T.3 mais adiante). 

O capítulo 4 trata dessas possibilidades e limitações em maiores detalhes. 

 

Um mercado de matrículas, ou sistema de matrículas, pode ser representado pela quíntupla               

(I, S, P, Q, I ), um conjunto finito de alunos, um conjunto finito de escolas, a relação de 

preferências para cada aluno e escolas, o vetor de vagas das escolas e, por fim, como os 

participantes declaram suas preferências. Com as informações disponíveis pela tupla é possível a 

obtenção do matching. 

 

Na nomenclatura utilizada, o Y é reservado ao produto do casamento. No caso de interesse, do 

matching entre alunos e escolas, Y representa a soma das proficiências. O resultado da 

proficiência individual é dado por y ou por yi. A proficiência por escolas é dada por ys, e nos 

dados será geralmente representada pela proficiência média da escola. Nota-se que nos modelos 

de regressão a serem abordados no capítulo 6, y é a variável independente do modelo, X está 

ligada ao conjunto de variáveis dos alunos, Z ao conjunto de variáveis das escolas e W com o de 

regiões e bairros (não confundir com W que define o conjunto das mulheres, o texto faz a 

distinção quando oportuno). 

 

Finalmente, tem-se que nos modelos de utilidade do casamento cada alocação, denotada de 

maneira genérica por ɛ, deriva uma utilidade do casamento, denotada como produto do 

casamento Y. O produto do casamento de um homem h e uma mulher w é denotado por Yhw, e o 

mesmo vale para o ñcasamentoò entre alunos e escolas. Y is ® o ñcasamentoò entre o aluno i e a 

escola s. Outros detalhes da notação aparecerão explicitados ao longo do texto. 

 

3.2. O Algoritmo de Gale-Shapley para casamentos (one-to-one) 
 
 

Ao propor inicialmente o modelo que deu origem ao artigo de 1962, os professores e 

matemáticos David Gale e Lloyd Shapley pensaram em um problema prático de alocação de 
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alunos e escolas (ou faculdades, uso mais comum da tradução do inglês colleges). Os autores 

observaram que inicialmente seria mais fácil reduzir o problema a uma solução one to one, sendo 

proposto, então, o modelo de casamentos, mais simples que os modelos de alocação de alunos e 

escolas. 

 

Para essa literatura um casamento (ou pareamento) estável é fornecido quando não há nenhum 

indivíduo já pareado que prefira estar com algum outro indivíduo também pareado que o 

prefira.
53

 Em outras palavras, se temos o matching ɛ dado pelos pares (h1, w1) e (h2, w2), se a 

mulher w1 prefere o homem h2 ao seu par atual (h2  ṋ h1), tem-se que ou h2 não prefere w1 ao 

seu par atual, ou então esse casamento não seria estável. Se h2 prefere w1, µ não seria à prova de 

divórcio, pois, w1 e h2 estariam melhor se estivessem juntos.  Em casamentos estáveis não há 

pares melhores a serem formados (rever definição D.3).  

 

Como visto em D.4, o bloqueio por um ou mais agentes ocorre quando um dos agentes pode 

melhorar de casamento e algum outro agente o prefere ou é indiferente ao indivíduo atual com 

quem está casado. Grosso modo, o par bloqueante é um par em que os agentes podem melhorar 

casando entre si.
54

 

 

Exemplo.2: Um pequeno exemplo pode ajudar a ilustrar esse conceito. Suponha-se três homens, 

H = {h1, h2, h3} e três mulheres, W = {w1, w2, w3}, e que suas preferências sejam, 

respectivamente: 

 
Homens:  

 
P(h1) = w1, w2, w3 

P(h2) = w2, w3, w1 

P(h3) = w2, w1, w3 

 

Mulheres:  
 

P(w1) = h2, h3, h1 

P(w2) = h3, h1, h2 

P(w3) = h1, h2, h3 

 

                                                           
53

 Inclui o pareamento consigo mesmo, exemplo: ɛ(h) = h. 
54

 Note-se que casar um par bloqueante entre si não é uma condição suficiente para produzir um casamento final e 

estável. Porém, pares bloqueantes podem casar recursivamente entre si até que não exista nenhum par bloqueante 

final, o conceito dessa solução foi proposto por Knuth (1976), porém, essa solução necessita da escolha de um 

casamento correto entre os pares bloqueantes, pois senão se teria um loop infinito tal como mostrado em Knuth 

(1976, p. 14-15) e reproduzido em Roth & Sotomayor (1990, p.27-28). Roth & Vande Vate (1990) propuseram uma 

regra de escolha do par bloqueante a ser casado que sempre conduz para a solução estável. 
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Um dos 6 (3!) pareamentos de casais possíveis do exemplo pode ser dado pelo casamento ɛ 

abaixo: 

 

2

3

1

2

3

1

h

w

h

w

h

w
=m  

 

Porém o matching acima não é estável pois o par (h3, w2) bloqueia o atual matching, pois h3 

prefere w2 a seu par atual e w2 prefere h3, ao invés do par já formado. Um novo matching pode 

ser proposto: 

 

1

3

3

2

2

1
'

h

w

h

w

h

w
=m  

 

O casamento ɛô não possui pares bloqueantes e é a alocação ótima do ponto de vista das 

mulheres, pois todas elas estão com o par mais desejado. Podemos denotar que ɛô ṋ  ɛ, ou seja, 

que alocação ɛô ® fortemente preferida a ɛ por todas as mulheres. O mesmo não ocorre para a 

preferência masculina, dado que sob ɛô dois deles (h1 h2) estão em pior situação e apenas um (h3) 

com melhor alocação do que em ɛ. 

 

Para encontrar pares estáveis Gale & Shapley (1962) propuseram o algoritmo deferred-

acceptance one-to-one. Um teorema proposto por Gale Shapley (1962, p.12) mostra que haverá 

sempre pelo menos uma alocação estável para qualquer mercado de casamentos: 

 

T.1. Existe um matching estável para todo e qualquer mercado de casamentos. 

 

A prova de T.1 pode ser obtida por construção. Os autores construíram um algoritmo com um 

número finito de passos e que permite sempre alcançar a alocação ótima para um dos lados do 

mercado (homens ou mulheres). Abaixo está descrito o algoritmo em quatro passos (tal como 

exposto na forma de parágrafos por Gale & Shapley, p. 12). O algoritmo foi escrito com os 

homens propondo primeiro: 
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A.1. Algoritmo de Gale-Shapley: 

 

Passo 1. Cada homem propõe casamento para sua mulher favorita. Cada mulher que tiver 

recebido mais de uma proposta, compromete-se momentaneamente com o homem mais 

preferido que tenha lhe proposto, e rejeita todos os outros que estavam abaixo do homem 

mais bem cotado que lhe ofereceu proposta. Não há casamento ainda, as mulheres que 

receberam propostas se comprometem, mas podem receber novas propostas de candidatos 

mais bem rankeados. 

Passo 2. Um ou mais homens que foram rejeitados no primeiro passo podem propor 

casamento para sua segunda mulher favorita. Cada mulher que tiver recebido propostas 

deve se comprometer com o seu par mais preferido. A mulher que já tinha recebido 

proposta no passo 1 e recebe proposta de novo candidato, deve avaliar se o candidato é 

mais ou menos preferido do que seu atual compromisso. Caso seja mais preferido, ela 

deve comprometer-se com o novo par. Caso seja menos preferido, ela deve rejeitá-lo. 

Passo 3. O algoritmo segue o mesmo procedimento do passo anterior. Todos aqueles um ou 

mais homens que foram rejeitados no segundo estágio devem propor para sua próxima 

escolha, e as mulheres novamente devem rejeitar todos, menos o mais preferido que elas 

tiveram até então. Caso pelo menos uma mulher tenha recebido mais de uma proposta o 

algoritmo continua para o passo seguinte. 

Passo 4. O algoritmo só finaliza quando todas as mulheres tiverem recebido propostas. 

Nenhum homem pode propor a uma mesma mulher mais de uma vez. Após a última 

mulher ter recebido sua proposta, não haverá mais nenhuma rodada.
55

 

 

O algoritmo pode ser escrito para um caso geral e de maneira mais sucinta: 

 

 

 

 

                                                           
55

 Se a última mulher receber mais de uma proposta, isto se configurará em uma contradição, pois ela não terá sido 

realmente a última, pois deverá rejeitar o menos preferido, e o homem rejeitado deverá propor a uma nova mulher, 

alguma que ainda não tenha recebido propostas. 
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A.2. Algoritmo de Gale-Shapley (forma geral): 

 

Passo 1. Cada homem propõe casamento para sua mulher favorita. Caso nenhuma mulher 

tenha recebido mais de uma proposta o algoritmo termina no primeiro passo. Caso pelo 

menos uma mulher tenha recebido mais de uma proposta, a mulher se compromete 

momentaneamente com seu par melhor classificado (segundo suas preferências) e rejeita 

os homens que estão abaixo do homem mais bem cotado que lhe ofereceu proposta. 

Passo k.  Um passo gen®rico k, onde k Ó 2. Cada homem rejeitado no passo anterior propõe 

para sua próxima mulher mais preferida. A mulher que receber mais de uma proposta 

avalia os candidatos e ñseguraò aquele mais bem cotado pela sua classifica­«o, todos os 

demais são rejeitados. Caso não ocorra mais de um homem propondo a uma mesma 

mulher o algoritmo termina e as mulheres se casam com os pares que estavam até então 

ñsegurandoò como sua melhor op­«o. 

 

O algoritmo termina quando mais nenhum homem é rejeitado e todas as mulheres tenham 

recebido ao menos uma proposta. Em um mercado em que todo indivíduo do outro grupo é 

considerado aceitável, ninguém fica sozinho e todos se casam. 

 

Logicamente, o algoritmo Gale-Shapley pode ser reescrito para mulheres propondo os homens 

em casamento. O número máximo de passos que o algoritmo pode alcançar é k = n² - 2n + 2, em 

que n é o número de jogadores de um determinado conjunto. O número de passos pode ser 

diferente de acordo com o grupo que propõe.Com sorte, o algoritmo termina na primeira rodada, 

mas isso se torna cada vez menos provável para conjuntos de tamanhos muito grandes (n grande) 

e preferências em que as pessoas possuam alguma similaridade de preferências (preferências 

correlacionadas).
56

 

                                                           
56

 Para preferências dadas aleatoriamente, com n muito grande, a probabilidade de que ocorra pelo menos um par 

empatado em pelo menos uma das colunas é virtualmente 1, ou seja, provavelmente ocorre o empate e o algoritmo 

não termina na primeira rodada. Supondo um algoritmo com homens propondo, essa probabilidade pode ser dada 

por: P(dois ou mais homens escolherem a mesma mulher) = 1 ï P(cada homem escolher uma mulher diferente). A 

probabilidade de cada um dos homens escolher uma mulher diferente é dada por: 
Ȧ
, número de matchings de 

casamentos únicos (one-to-one) sobre total de combinações possíveis para as proposições que podem ser realizadas 

na primeira rodada.  A probabilidade de empate é P(E) = 1 ɀ
Ȧ
, n  ɸH, W. Como ὰὭάO

Ȧ
 = 0, tem-se que P(E) å 

1, a probabilidade de não ocorrer empate é muito rara para n muito grande. Faz-se a ressalva de que a teoria não se 
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Compatível com T.1, o algoritmo A.2 sempre acha uma solução estável. O próprio algoritmo 

ajuda a ver uma prova por construção:  

 

Prova: suponha que o algoritmo proponha um matching ɛ, e suponha-se que o homem h e a 

mulher w não estão casados um com o outro em ɛ, mas que h prefira w à parceira que obteve em 

ɛ(h) = wô. Sendo assim, a mulher w é aceitável para o homem h, pois ele a prefere e, seguindo a 

ordem do algoritmo (A.2), ele deveria ter proposto a ela antes de wô. Mas como ele n«o est§ 

casado com a mulher w ao final do algoritmo, ou ele foi rejeitado por w, e então ela não o prefere 

mais do que seu par atual, ou então w e wô s«o a mesma mulher (opções identicas), sendo que o 

homem h não pode dizer que prefere w a wô (w ṋh wô) tal como afirmado no in²cio, pela 

reflexividade das preferências racionais (w ~ w). Pelo algoritmo, o raciocínio se estende para 

qualquer homem h e mulher w.ƴ 

 

A prova acima foi dada usando o algoritmo apresentado em A.2. Sotomayor (1996b) apresentou a 

prova analítica da estabilidade do casamento nos denominados mercados de dois lados (two-

sided), isto é, a autora mostrou que é possível provar a existência do equilíbrio mesmo na 

ausência do algoritmo. 

 

Exemplo.3: Um exemplo é importante para fixar o funcionamento das regras do deferred 

acceptance. Suponha o conjunto de três homens e três mulheres dados por: 

 

H = {João, Joaquim, Raimundo}  W = {Lili , Maria, Teresa}  

 

Suponha ademais que as preferências de cada um dos jogadores sejam as seguintes: 

 

Homens: 

 

P(João)          = Teresa, Maria, Lili  

P(Joaquim)    = Lili , Teresa, Maria 

P(Raimundo) = Maria, Teresa, Lili  

Mulheres: 

 

P(Lili )       = João, Raimundo, Joaquim 

P(Maria)  = Joaquim, Raimundo, João 

P(Teresa) = Raimundo, João, Joaquim 

                                                                                                                                                                                            
aplica à conjuntos com infinitos elementos. Para matrizes aleatórias, o número de passos do algoritmo não cresce na 

mesma velocidade que o número máximo de passos possíveis e, com isso, a fração do número de passos observados 

frente ao total de passos possíveis é decrescente, ver simulações no anexo B. 
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O algoritmo com os homens propondo às mulheres se soluciona no primeiro passo, pois os 

homens classificam em primeiro lugar mulheres diferentes. A TAB.2 abaixo traz a solução e o 

ñXò marca os pares formados. 

 

Tabela 2 - Resultado de um exemplo de solução estável com homens propondo 

 Lili  Maria Teresa 

João   X 

Joaquim X   

Raimundo  X  

 

Para as mulheres propondo primeiro, o algoritmo se encerra no primeiro passo, pois os homens 

mais prefeidos pelas mulheres são diferentes entre si e não há empate. Entretanto, nota-se que a 

solução para as mulheres propondo é diferente daquela dos homens propondo, isso porque não há 

coincidência das preferências entre os três jogadores de cada conjunto. A TAB.3 mostra a 

solução: 

 

Tabela 3 - Resultado de um exemplo de solução estável com mulheres propondo 

 Lili  Maria Teresa 

João X   

Joaquim  X  

Raimundo   X 

 

Exemplo. 4: Antes de analisar em mais detalhes as duas soluções propostas, segue outro exemplo 

para ilustrar o funcionamento do algoritmo com mais passos. Suponha agora quatro indivíduos 

em cada grupo e  que as preferências de cada um dos jogadores são as seguintes: 

 

Homens: 

 

P(Carlos)       = Dulce, Lili, Teresa, Maria 
P(João)          = Lili , Maria, Dulce, Teresa 

P(Paulo)        = Maria, Teresa, Lili , Dulce 

P(Raimundo) = Lili , Teresa, Maria, Dulce 

Mulheres: 

 

P(Dulce)  = João, Carlos, Paulo, Raimundo 

P(Lili )      = Carlos, João, Paulo, Raimundo 

P(Maria)  = Paulo, Raimundo, Carlos, João 

P(Teresa) = Carlos, João, Raimundo, Paulo 

 

No caso do exemplo acima, para as mulheres propondo, temos que no primeiro passo: 
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Passo 1. Dulce propõe à João, Lili  propõe à Carlos, Maria propõe à Paulo e Teresa 

também propõe à Carlos. Como Carlos obteve duas propostas, de Lili  e Teresa, ele aceita 

e ñseguraò a proposta que lhe é mais interessante, e no caso é Lili , sua segunda melhor 

opção, Teresa era terceira. Todos os demais homens ñseguramò a ¼nica proposta que 

tiveram até o momento. Teresa foi rejeitada e precisa de uma nova rodada. 

 

Passo 2.  Teresa propõe para sua segunda opção que é João. João deve então analisar entre 

Teresa e sua a proposta de Dulce que ele estava segurando desde o passo anterior. Como 

Dulce continua sendo sua opção mais preferida, João rejeita Teresa, que deverá seguir 

para nova proposta. Todos os demais homens que não receberam proposta nesse passo, 

continuam segurando sua melhor opção até o momento. 

 

Passo 3. Teresa propõe à Raimundo, que até então não havia recebido propostas. Raimundo 

n«o estava ñcompremetidoò com ningu®m e ele aceita a proposta de Teresa e o algoritmo 

termina. Todos os homens confirmam a opção que estavam segurando. 

 

Na TAB. 4, representativa da matriz de alocação final, temos o resultado do passo a passo acima. 

Caso o algoritmo fosse calculado com homens propondo, o resultado seria diferente (TAB. 5) e o 

algoritmo levaria dois passos: 

 

Tabela 4 - Exemplo com 4 homens e 4 mulheres, solução estável com mulheres propondo 

 Dulce Lili  Maria Teresa 

Carlos  X   

João X    

Paulo   X  

Raimundo    X 

 

Tabela 5 - Exemplo com 4 homens e 4 mulheres, solução estável com homens propondo 

 Dulce Lili  Maria Teresa 

Carlos X    

João  X   

Paulo   X  

Raimundo    X 
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Representando como ɛW o casamento das mulheres e como ɛH, pode-se obter duas outras opções 

alternativas para representar o matching (nomes dados pelas letras iniciais): 

 

‘
ὒ Ὀ ὓ Ὕ
ὅ ὐ ὖ Ὑ

 ‘
Ὀ ὒ ὓ Ὕ
ὅ ὐ ὖ Ὑ

 

 

Ἑ

ὔ
ὅ
ὐ
ὖ
Ὑ

Ὀ ὒ ὓ Ὕ
π ρ π π
ρ π π π
π
π
π
π
ρ π
π ρ

 Ἑ

ὔ
ὅ
ὐ
ὖ
Ὑ

Ὀ ὒ ὓ Ὕ
ρ π π π
π ρ π π
π
π
π
π
ρ π
π ρ

 

 

As formas de representação de matchings com as matrizes esparças foi a preferencialmente 

utilizada para a programação dos algoritmos.
57

 É fácil vizualizar que os resultados dos dois 

matchings finais do algoritmo são diferentes no exemplo 3 e 4. Nas preferências novamente 

representadas abaixo, o resultado para alocação dos homens foi marcada com traço horizontal 

sobrescrito e para o caso das mulheres o resultado da alocação final está sublinhado. 

 

Preferências do exemplo 3 com os nomes dados somente pela primeira letra (ᴤ  para o Joaquim): 

 

Homens: 

 

P(J)  = Ὕ, M, L 

P(ᴤ) = ὒ, T, M 

P(R) = ὓ, T, L 

Mulheres: 

 

P(L)  = J, R, ᴤ 

P(M) = ᴤ, Ὑ, J 

P(T)  = R, ὐӶ, ᴤ  

  

Do exemplo 4 (nomes dados pela letra inicial): 

 

Homens: 

 

P(C) = Ὀ, L, T, M 
P(J)  = ὒ, M, D, T 

P(P) = ὓ, T, L, D 

P(R) = L, Ὕ, M, D 

Mulheres: 

 

P(D) = J, ὅӶ, P, R 

P(L)  = C, ὐӶ, P, R 

P(M) = ὖ, R, C, J 

P(T)  = C, J, Ὑ, P 

                                                           
57

 O código do algoritmo one-to-one está disponibilizado textualmente no anexo B e o algoritmo many-to-one pode 

ser solicitado ao autor. Para maiores detalhes consulte o anexo B. 
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Em ambos os exemplos pode se reparar que, para os homens, o traço sobrescrito (indicativo do 

matching favorável aos homens) está sempre à esquerda ou na mesma posição do que o traço 

sublinhado (indicativo do matching favorável às mulheres). Para as mulheres, o traço sobrescrito 

está sempre à direita ou na mesma posição que o sublinhado. Isso quer dizer que, para os homens, 

a alocação final com homens propondo é sempre melhor ou tão boa quanto o a das mulheres 

propondo. E o contrário é também verdadeiro: para as mulheres, o matching das mulheres 

propondo é tão bom ou melhor que o matching dos homens propondo primeiro.  

 

O resultado exemplificado acima não é por acaso, há um teorema importante que afirma: 

 

T.2. Quando todos os agentes possuem preferências estritas, existe sempre um matching estável 

H-ótimo e um matching estável W-·timo. Al®m disso,o matching ɛH produzido pelo algoritmo 

deferred acceptance com homens proponto é o matching estável H-ótimo. O matching estável W-

·timo ® o matching ɛW dado pelo algoritmo quando as mulheres propõem. 

 

Seguindo a intuição dada por Roth & Sotomayor (1990, p. 32), temos que a prova do teorema T.2 

se baseia no conceito de homens e mulheres atingíveis, isto é, alcançáveis ou factíveis, que 

podem de fato formar par com determinado indivíduo. Para o algoritmo deferred-acceptance com 

homens propondo primeiro, nenhum homem é rejeitado por uma mulher alcançável. 

Consequentemente, o casamento estável ɛH, produzido pelo algoritmo DA com os homens 

propondo, pareia cada homem com a melhor mulher atingíviel de cada um e é, portanto, o único 

matching estável H-ótimo. 

 

Segue transcrição da prova por indução de Roth & Sotomayor (1990, p. 33) com pequenas 

alterações textuais para efeito de tradução ou explicações adicionais: 

 

Prova: suponha que para um dado passo do algoritmo nenhum homem tenha sido ainda rejeitado 

por uma mulher alcançável por ele (pode ser o primeiro passo ou outros de maior índice). Neste 

passo, suponha que a mulher w rejeita o homem h. Se ela rejeita h como inaceitável, então essa 

mulher é inatingível para ele, e a análise termina. Se ela o rejeitar em favor de outro homem hô, 
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com quem ela fica compromissada, então ela prefere hô ¨ h. E é preciso mostrar que w não era 

alcançável para o homem h. 

 

Sabe-se que hô prefere w à qualquer mulher, excluidas as que já o rejeitaram, e portanto, por 

indução (tal como no parágrafo acima), não eram atingíveis pelo homem hô. Considere o 

matching hipotético ɛ que pareia h a w e todos os demais a um par factível. Sabe-se que hô 

prefere w às outras mulheres por ele atingíveis e prefere essa mulher ao seu par atual em ɛ. 

Portanto, ɛ não pode ser estável, pois hô e w formam um par bloqueante, não há matching estável 

que una h e w e, portanto, eles são mutuamente inatingíveis, isso completa a prova.ƴ 

 

O resultado do T.2 pode ser generalizado. Ocorre que qualquer matching estável (não 

necessariamente H-ótimo e W-ótimo), terá uma oposição de interesses dos dois grupos. Se um 

matching qualquer ɛ é preferido pelo grupo dos homens em relação a ɛô, ent«o, ɛô ser§ preferido 

à ɛ pelo grupo das mulheres. Segue o teorema: 

 

T.3. Quando todos os agentes possuem preferências estritas, as preferencias comuns dos dois 

lados do mercado s«o opostas no conjunto de matchings est§veis: se ɛ e ɛô s«o matchings 

estáveis, então todos os homens preferem ɛ tão ou mais que ɛô se e somente se todas as mulheres 

preferem ɛô t«o ou mais que ɛ. Isto ®, ɛH= ɛô se e somente se ɛôW= ɛ.
58

 

 

A prova consiste em mostrar que se ɛ ṋ  ɛô ocorre, então ɛôW= ɛ deve necessariamente ocorrer 

para as mulheres. 

 

Prova-se pela contradição: suponha que ɛôW= ɛ não seja verdade, sendo assim, já que as 

preferências são estritas, pelo menos alguma mulher w prefere o matching ɛ ao invés do ɛô. Se 

isso ocorre, sabemos que o par para a mulher w em ɛ é diferente do matching ɛô, e que a mulher 

não estava solteira em ɛ, pois o par aceitável de ɛô ® preferível a ficar solteira. Então w tem um 

homem h preferível em ɛ, ɛ(w) = h. Como, no caso, ɛ representa o matching proposto pelos 

homens, sabe-se que h também prefere w à mulher dada em ɛô. Desse modo como h e w se 
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 Roth e Sotomayor (1990, p. 33) atribuem esse teorema a Knuth (1976). 
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preferem mutuamente, esse casal formaria um par bloqueante ao ɛô, contradizendo que ɛô ® um 

matching estável. Portanto, para ser estável, é preciso que ɛôW= ɛ ocorra.ƴ 

 

Muitos outros exemplos e aplicações interessantes do algoritmo Gale-Shapley estão disponíveis 

na literatura.
59

 Um survey importante de todo o desenvolvimento desta literatura pode ser 

encontrado em Roth (2002) e Roth (2008).  

 

Um último teorema apresentado nessa seção estipula a relação entre o equilíbrio ótimo de Pareto 

e os matching estáveis ótimos dados pelos algortimos deferred-acceptance. O teorema se 

encontra tal como enunciado por Roth & Sotomayor (1990, p.46) com homens propondo: 

 

T.4. Teorema do Fracamente ·timo de Pareto para os homens. N«o h§ nenhum matching ɛ de 

racionalidade individual (estável ou não estável) tal que ɛ seja preferido ao matching est§vel 

ótimo ɛH, simbolicamente: ɰ µ, tal que ɛ ṋ  ɛH, para todo homem h ɸ H. 

 

O teorema T.4 afirma que não há condição de melhorar todos os homens estritamente em relação 

a seu matching estável ótimo, o matching estável H-ótimo é o melhor possível ou tão bom quanto 

qualquer outro que possa ser encontrado. Esse teorema pode ser invertido para o caso das 

mulheres, e na seção 3.3, será novamente abordado. 

 

3.2.1. Manipulação do resultado por parte dos agentes 
 

Uma extensão importante dos modelos é que nem sempre as preferências são completas ou nem 

sempre todos os pares são aceitáveis. Como ressaltado em 3.1, em alguns casos, a pessoa 

preferiria estar solteira a estar casada com as opções disponíveis. Em termos de linguagem de 

matching, uma pessoa solteira está casada cosigo mesma. Essas preferências poderiam ser 

representadas da seguinte maneira: 

                                                           
59

 Para uma listagem várias aplicações da literatura, a página pessoal do prof. Avin E. Roth tem vários endereços: 

http://kuznets.fas.harvard.edu/~aroth/alroth.html (último acesso 29/04/13). Para exemplos didáticos simples, o site 

educativo do grupo de estudos em matemática para alunos do fundamental e médio, o Math Circle da comunidade de 

Berkeley apoiado pela Universidade e comunidade de Berkeley, mantém um pequeno software mostrando os 

conceitos básicos da solução de Gale Shapley. Os exemplos tratam de pequenos casos para matrizes de 4x4 até 6x6: 

http://mathsite.math.berkeley.edu/smp/smp.html (último acesso 29/04/13). 

http://kuznets.fas.harvard.edu/~aroth/alroth.html
http://mathcircle.berkeley.edu/
http://mathsite.math.berkeley.edu/smp/smp.html
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P(Lili ) = Lili  

 

No caso acima, Lili  informa que prefere a si mesma do que estar casada com os outros pares 

disponíveis, prefere estar solteira. Em outros casos, ela pode considerar apenas dois pares 

aceitáveis e preferir estar solteira a qualquer outro: 

 

P(Lili ) = Carlos, João, Lili  

 

Os estudos de Dubins & Freedman (1981), e a literatura que se seguiu posteriormente, enfatizam 

quais são as possibilidades dos agentes reportarem uma preferência distinta da verdadeira e 

conseguirem com isso manipular o resultado do algoritmo. Há situações em que as preferências 

podem ser truncadas, caso do exemplo 5 abaixo. 

 

Exemplo. 5: imagine que Dulce possua as verdadeiras preferências dadas por:  

 

P (Dulce)  = João, Carlos, Paulo, Raimundo 

 

Mas informa as seguntes preferências truncadas: 

 

P(Dulce) = João, Dulce 

 

Dulce informa que prefere João e mais ninguém, ou que prefere estar casada consigo mesma a 

estar casada com Carlos, Paulo ou Raimundo. Parte da literatura de matching se dedica ao estudo 

de estratégias de jogadores que revelam preferências diferentes das verdadeiras, tentando 

influenciar o resultado do algoritmo em favor da solução estável que lhes é mais favorável. 

Observe-se que o matching estável para Dulce quando as mulheres propõem é diferente do 

resultado que ela recebe com os homens propondo. No primeiro caso ela se casaria com João e 

no segundo com Carlos.  

 

Em situações com muitos participantes, truncar as preferências é uma estratégia arriscada. 

Supondo que as preferências completas apresentadas no exemplo 4 são as verdadeiras, Dulce 

poderia tentar censurar suas preferências informadas para tentar se casar com João. Jogando 
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dessa forma, Dulce conseguiria ñfor­arò o algoritmo dos homens a oferecer um resultado 

favorável para as mulheres. Todos os demais jogadores declaram as preferências verdadeiras. Se 

Dulce declara P(Dulce) = João, Dulce, o algoritmo se encerra em 4 passos: 

 

Passo 1. Carlos propõe à Dulce, João propõe à Lili , Paulo propõe à Maria e Raimundo 

propõe à Lili . Como Dulce está maqueando suas preferências, ela prefere estar 

casada consigo mesma a aceitar a proposta de Carlos, enquanto que Lili , ñseguraò 

a proposta de João que é o mais preferido na ordem listada. Maria fica 

momentaneamente comprometida com Paulo. 

Passo 2. Carlos e Raimundo têm que propor para a segunda mais preferida. Carlos propõe à 

Lili  e Raimundo propoe à Teresa. Teresa ainda não havia recebido nenhuma 

proposta e ent«o aceita e ñseguraò a proposta de Raimundo. Lili  recebeu uma 

proposta mais preferida, ela aceita a proposta de Carlos e rejeita a de João.  

Passo 3. João propõe à Maria, sua segunda opção. Maria possui agora duas propostas: a 

nova de João e a de Paulo (com quem já estava compromissada). No entanto 

Maria prefere Paulo, ela mantém o compromisso e rejeita a proposta de João. 

Passo 4. João propõe à Dulce que até então estava casada consigo mesma, como a proposta 

de João foi considerável aceitável por Dulce, ela confirma a proposta e o 

algoritmo se encerra. 

 

O resultado final são os pares: João e Dulce, Carlos e Lili , Paulo e Maria e Raimundo e Teresa. 

Dulce escolheu declarar apenas João como preferido e com isso ñfor­ouò a solu­«o ·tima para as 

mulheres. Com sua escolha Dulce praticamente optou por encerrar o algotimo apenas no 

momento em que recebesse a proposta feita pelo homem mais desejado.  

 

Entretanto, trata-se de uma estratégia arriscada. Em casos em que há mais mulheres do que 

homens e algumas mulheres ficam necessariamente solteiras, se o corte das preferências não for 

suficientemente preciso, no melhor homem alcançável, a estratégia falha. Dulce ficaria solteira se 

errasse nessa estratégia, mesmo que de acordo com suas verdeiras preferências houvesse um par 

possível. 
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Verificar se o mecanismo é passível de manipulação por parte de membros dos dois grupos é uma 

preocupação de importantes implicações práticas. Em especial, na seção a seguir, se apresenta a 

extensão do algoritmo para o caso many-to-one, caso em que a possível manipulação é 

importante, considerando aspectos práticos e teóricos. 

 

3.3. Extensão do Algoritmo de Gale-Shapley para casamentos (many-to-one) 
 

A mudança de um algoritmo de one-to-one para um many-to-one se produz alterando um pouco o 

seu funcionamento e interpretação, imaginando-se o grupo de alunos (I) no lugar do grupo dos 

homens, e o das escolas (S) no lugar do grupo das mulheres. A diferença é que cada escola possui 

um limite superior de vagas para aceitar os alunos. A fim de estender o raciocínio da seção 

anterior para o caso many-to-one é possível imaginar cada vaga como uma única escola e os 

alunos são indiferentes a qualquer vaga de uma mesma escola.
60

 

 

Se pensarmos que uma escola s qualquer aceita uma quantidade óqô de alunos, teremos que um 

casamento não será estável enquanto ainda existirem vagas e candidatos aceitáveis interessados.  

 

Imagine-se que uma aluna chamada Maria que prefira as escolas óAô, óBô e óCô nesta sequência. 

Suponha também que cada uma dessas escolas tenha 20 vagas. Maria é indiferente a qualquer 

vaga de óAô, sendo ela a primeira ou a vigésima: A1~Maria A20, mas prefere estritamente qualquer 

vaga de óAô a alguma de óBô: Aq Maria=  Bq. 

 

O algoritmo para o tratamento do caso many-to-one é obtido expandindo-se as preferências de 

Maria, e colocando-se cada vaga como se fosse uma única instituição com uma vaga somente. A 

preferência de Maria, que no modelo one-to-one era descrita assim: P(Maria) = A, B, C. Passa a 

ser descrita da maneira apresentada abaixo: 

 

P(Maria) = A1, A2, ..., A20, B1, B2, ..., B20, C1, C2, ..., C20 

                                                           
60

 Essa foi a aproximação utilizada para ir do algoritmo geral one-to-one para a versão many-to-one, ver anexo B. 
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As preferências para cada vaga de uma mesma escola são iguais. Ou seja uma escola tem uma 

preferência única que é copiada para todas as suas vagas. Expandindo-se as preferências dos 

alunos até o número q de vagas por escola, sempre respeitando o ordenamento conjunto das 

escolas nas preferências do aluno. A solução do many-to-one é essencialmente a mesma do Gale-

Shapley proposto para casamentos. 

 

A descrição dos passos do algoritmo many-to-one com alunos propondo às escolas: 

 

A.3. Algoritmo de Gale-Shapley many-to-one (forma geral): 

 

Passo 1. Cada aluno pleiteia a vaga na primeira escola de sua escolha. A escola que tenha 

recebido um número de proposta superior ao total de vagas disponíveis escolhe os alunos 

de acordo com sua lista de prioridades e rejeita os demais alunos excedentes. 

Passo k.  No passo genérico k (k Ó 2). Cada aluno rejeitado no passo anterior propõe para 

sua próxima vaga mais preferida. Cada escola considera os alunos que estava ñsegurandoò 

em relação às novas propostas que por ventura tenha recebido. Caso algum aluno tenha 

prioridade maior que os que ela estava retendo, a proposta desse aluno será aceita e o 

aluno com menor prioridade será rejeitado. Caso não ocorra mais nenhum aluno propondo 

à uma escola já com todas as vagas preenchidas, o algoritmo termina e as escolas devem, 

de fato, matricular as propostas recebidas.
61

 

 

Exemplo. 6: Pode se ilustrar o funcionamento do algoritmo many-to-one com um exemplo 

famoso de Roth (1985, p. 283) com quatro alunos: i1, i2, i3, i4 e três escolas: s1, s2, s3. Como o 

número de vagas tem de ser igual ou maior ao número de alunos, suponha que a primeira escola 

tenha duas vagas e a segunda e terceira tenham 1 vaga cada uma, o que fornece o seguinte vetor 

de vagas: Q = (q1 = 2, q2 = 1, q3 = 1).   

 

As preferências de alunos e escolas são estas abaixo: 
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 Detalhes do código para o algoritmo implementado estão no anexo B. 
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Alunos:  

 
P(i1) = s3, s1, s2 

P(i2) = s2, s1, s3 

P(i3) = s1, s3, s2 

P(i4) = s1, s2, s3 

Escolas:  
 

P(s1) = i1, i2, i3, i4 

P(s2) = i1, i2, i3, i4 

P(s3) = i3, i1, i2, i4 

            Q = (q1 = 2, q2 = 1, q3 = 1) 

 

Operacionalizando a matriz acima, como a escola s1 possui duas vagas, as preferências dos 

alunos podem ser escritas da seguinte maneira: 

 

Alunos:  

 

P(i1):  s3ṋ s1,1 ~ s1,2 ṋ s2 

P(i2):  s2ṋ s1,1 ~ s1,2 ṋ s3 

P(i3):  s1,1 ~ s1,2 ṋ s3ṋ s2 

P(i4):  s1,1 ~ s1,2 ṋ s2ṋ s3 

 

Em que s1,1 ~ s1,2 indica que os alunos são indiferentes entre qualquer vaga da escola s1. Como 

visto em 3.1, em caso de indiferença, pode-se tomar uma ordem aleatória ou arbitrária para que as 

preferências continuem estritas e se consiga resolver o algoritmo. Digamos que essa ordem 

arbitrária seja em favor da vaga 1 para todos os alunos, ou seja, s1,1 ṋ s1,2 para qualquer aluno i  ɸ

I. As vagas de s1 possuem as mesmas preferências de P(s1). Sendo assim, os passos do algoritmo 

para o conjunto de preferências ocorre nos passos enunciados à seguir: 

 

Passo 1. O aluno i1 propõe para a escola s3, o aluno i2 propõe para a escola s2 e os alunos i3 

e i4 propõem para a primeira vaga da escola s1. Como a primeira vaga da escola s1 teve 

duas ofertas, a vaga é garantida para o aluno i3 que tem maior prioridade e rejeita-se o 

aluno i4. 

Passo 2. O aluno i4 que foi o único rejeitado no passo anterior propõe para a segunda vaga 

da escola s1, e como não havia nenhum aluno a ocupando, a escola aceita o último aluno 

proponente e o algoritmo termina. As demais escolas matriculam as ofertas recebidas até 

então. 
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Agrupando as vagas de uma mesma escola (colapsando-as), o matching final do algoritmo com 

alunos propondo pode ser descrito na matriz M : 

-

ὔ
Ὥ
Ὥ
Ὥ
Ὥ

ί ί ί
π π ρ
π ρ π
ρ
ρ
π
π
π
π

 

 

No caso da matriz final do algoritmo many-to-one com as escolas representadas nas colunas, a 

soma das colunas pode ser maior que um, desde que aquela escola possua número de vagas q > 1. 

Como a escola s1 possui duas vagas, a soma da coluna de s1 é igual a dois (q1 = 2). 

 

O exemplo 6 acima é interessante, pois Roth (1985) propôs considerar a seguinte alocação 

alternativa Mô: 

-ͻ

ὔ
Ὥ
Ὥ
Ὥ
Ὥ

ί ί ί
π ρ π
ρ π π
π
ρ
π
π
ρ
π

 

 

Na alocação dada por Mô todas as escolas melhoram pois ganham um aluno mais preferido, ou 

seja, a nova alocação é uma melhoria de Pareto do ponto de vista das escolas (embora não o seja 

do ponto de vista dos alunos). Esse exemplo é importante pois ele mostra que no caso many-to-

one, o teorema T.4 não pode ser generalizado para as escolas, ou seja, no caso many-to-one é 

possível sim melhorar estritamente todas as escolas. 

 

Contudo, o T.4 continua válido para o caso dos alunos, e esse é um dos principais motivos para o 

qual é interessante um algoritmo deferred-aceptance com alunos propondo primeiro, pois 

garante-se que o resultado final é, pelo menos, fracamente ótimo de Pareto para os alunos.  

 

Fernandes (2007, p.18) também observa em relação ao exemplo acima que Mô não é estável, pois 

o aluno i1 e a escola s1 formam um par bloqueante, ou uma ñinveja justificadaò tal como sugerem 

Abdulkadiroĵlu & Sönmez (2003). Isso porque i1 prefere s1 e s1, por sua vez, confere maior 
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prioridade à i1 do que qualquer aluno dado por Mô, que são i2 e i4. O aluno i1 é preferido à 

qualquer um dos dois.  

 

Os resultados encontrados pela literatura sugerem um trade-off entre a otimalidade de Pareto para 

as escolas e a estabilidade do algoritmo, esse ponto ® enfatizado por Abdulkadiroĵlu e Sonmez 

(2003) e será novamente tratado após apresentação do algoritmo de Top Trading Cycles. 

 

3.3.1. Manipulação do resultado por parte dos alunos e escolas 
 

É importante investigar a posibilidade de alunos e escolas falsearem sua declaração de 

preferências para conseguir uma alocação mais favorável. Tal como Dulce do exemplo 5 da seção 

3.2.1, que declara como aceitável apenas o João, manipulando o algoritmo para chegar no estável 

ótimo das mulheres, escolas e alunos também podem falsear as preferências. No caso de escolas, 

as escolas podem truncar sua lista de prioridades de alunos, ou ainda como se descobriu 

posteriormente pela literatura (Abdulkadiroĵlu et al., 2005), manipular a informação prestada 

sobre a quantidade de vagas. 

 

A estratégia de não declarar as verdadeiras preferências se torna ainda mais difícil de ser 

implementada em mercados com grande número de competidores e em situações em que não se 

sabe quantos estão jogando e há informações e preferências incompletas por parte dos jogadores. 

Repetir a definição D.5 retirada da literatura de Teoria dos Jogos é oportuna para entender os 

teoremas advindos desses estudos: 

 

D.5. Uma estratégia é dominante para um agente i ocorre quando I *(i)  é a melhor resposta 

para todos os possíveis conjuntos de escolhas estratégicas de I -i tomada por todos os demais 

agentes. 

 

Em que I (i) é o conjunto de todos os sinais de preferências possíveis de serem declarados por um 

jogador i qualquer. Uma dessas declarações é a sua verdadeira preferência, mas todas as demais 

são declarações falsas que podem o beneficiar ou não. Essas são as ações de um jogo em uma 
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definição formal. I  -i é o conjunto de todas as ações dos outros jogadores, menos o jogador i. Um 

terceito e importante teorema, devido à  Roth (1984b), estabelece que: 

 

T.5. Não existe mecanismo de matching estável tal que declarar as verdadeiras preferências seja 

a estratégia dominante para todos os agentes. 

 

Ou seja, sempre há ganho possível para um agente quando todos os demais estão falando a 

verdade. Outro importante teorema da área, proposto por Dubins & Freedman (1981), afirma que 

o lado que está propondo o casamento (digamos os alunos) não possui incentivos em não declarar 

suas verdadeiras preferências. Sendo assim, como os alunos possuem a vantagem em propor, eles 

não teriam incentivos em falsear suas preferências. 

 

T.6. O mecanismo que leva ao matching estável H-ótimo (em termos das preferências 

declaradas) faz com que seja uma estratégia dominante para cada aluno dizer suas verdadeiras 

preferências. 

 

Partindo do resultado de Dubins & Freedman (1981), Gale & Sotomayor (1985a) mostram que, 

na validade de T.6, compensaria para pelo menos um agente do lado que recebe as propostas 

declarar um valor não verdadeiro para suas preferências. 

 

T.7. Se há mais de um matching estável, então há pelo menos uma escola que estará melhor 

falsificando suas preferências, assumindo que todos os outros agentes dizem a verdade. 

 

Os teoremas T.5, T.6 e T.7 são de grande importância por mostrar quais estratégias os agentes 

podem assumir diante do mecanismo de matching. A ideia básica por trás destes teoremas é de 

que quem propõe o casamento não possui incentivo em falsear suas preferências, e o lado em 

ñdesvantagemò (aquele que está sendo proposto) adquire proveito em tentar fazer o algoritmo se 

aproximar do resultado estável que lhe é mais favorável, tal como Dulce fez no exemplo 5.  

 

Mesmo assim, grande parte da literatura mostra que os ganhos dos agentes com os desvios à 

tática de revelar as verdadeiras preferências são pequenos. Em particular, para simulações do 
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algoritmo de alocação de estudantes de Singapura, Teo, Sethuraman, & Tan (2001) mostram que 

as oportunidades de ganhos com a declaração de falsas preferências (preferências em que era 

permitido alterar a ordem, mas não truncar a lista de escolas) são de apenas 10%. Mostram 

também que quanto mais escolas houver, menor será o ganho possível com a estratégia de 

cheating. Esse é um resultado importante, pois se aplica aos trabalhos de matching em educação. 

 

No que diz respeito às escolas públicas, onde não há processo de barganha que possa estabelecer 

que um aluno deva estudar em uma escola óAô ou óBô, ® importante mostrar que as abordagens 

das preferências se adéqua bem ao caso. Isso porque não há preços envolvidos no mercado.  

 

Como visto nas hipóteses subjacentes ao sistema de cadastro escolar de Belo Horizonte, o 

pareamento escolar atual leva em conta um sistema de preferências baseado somente na menor 

distância. Há uma determinação de preferências de pais e alunos com base na distância. O 

objetivo da tese é relaxar essa hipótese mais forte de preferências e ver quais são os possíveis 

resultados de outros tipos de alocações plausíveis. 

 

A próxima seção apresenta o algoritmo de Top Trading Cycles (TTC) que apresenta insights 

interessantes para a teoria dos algoritmos de pareamento e será utilizado em uma das simulações 

do capítulo 7. 

 

3.4. O Algoritmo de Top Trading Cycles 
 

 

O algoritmo de Top Trading Cycles (TTC) foi originalmente proposto por Shapley & Scarf 

(1974) no artigo ñOn cores and Indivisibilityò. Os autores creditam contribuição não publicada do 

professor David Gale para a proposição do algoritmo.  

 

O artigo original propunha um exemplo do mercado imobiliário em que o algoritmo TTC 

permitiria mostrar a exist°ncia do n¼cleo nesse mercado. Em estudos posteriores Abdulkadiroĵlu 

& Sönmez (1999) generalizaram o algoritmo para situações teóricas do mercado imobiliário em 

que alguns agentes não possuem dotações iniciais. Pápai (2000 e 2002) aplica regras que blindam 
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o TTC à manipulação das preferências, fazendo uma relação com os algoritmos de pareamento 

estáveis. 

 

Abdulkadiroĵlu & Sºnmez (2003) propuseram a aplica­«o do TTC para escolas. Os autores 

levantam esse ponto no artigo em que discutem o sistema de Boston, apresentado em 2.2.1. O 

TTC possui algumas similaridades com o deferred-acceptance, mas também algumas diferenças 

essenciais. 

 

Em comum, há o ponto de que é necessário obter uma relação racional, completa e estrita das 

preferências dos alunos para as vagas nas escolas. As escolas também possuem preferências 

racionais, completas, estritas e transitivas sobre os alunos. Outro ponto em comum é que os 

alunos ñprop»emò primeiro ¨ escola mais preferida. No entanto, nessa literatura se diz que os 

alunos ñapontamò para a escola mais preferida, por motivos que s«o esclarecidos logo abaixo. 

 

O que é diferente do algoritmo DA, é que no TTC a forma de alocação é distinta. O TTC é 

mecanismos de trocas puras (de permutas ou escambo), em que um agente para conseguir um 

bem que não possui precisa requerer que outro agente esteja com vontade de se desfazer do bem 

de interesse. 

 

A título de ilustração, pode se pensar em um aluno i1 que já possui uma vaga garantida em uma 

escola s1. Mas esse aluno pode preferir estudar em uma outra escola s2 que está alocada para o 

aluno i2. Se esses forem os dois únicos alunos e as duas únicas escolas do sistema, para i1 

conseguir uma vaga em s2, seria preciso que i2 estivesse disposto a também trocar de escola.  

 

Suponha que i2 não estivesse interessado na vaga de s1 ocupada por i1, mas sim de uma outra 

escola s3, que está ocupada pelo aluno i3. Dessa maneira i1 pode conseguir sua vaga em s2, basta 

para isso que i3, deseje estar na escola s1. Podemos representar graficamente essa situação na 

FIG. 1:  
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Na figura abaixo cada aluno ® detentor de uma vaga, a seta indica para onde o aluno ñapontaò, ou 

seja, para onde ele deseja ir. Pelo algoritmo de TTC, a troca só é possível quando há um ciclo. 

Isso quer dizer que existe uma combinação de permutações possíveis que permite a troca.  

 

Figura 1 - Exemplo simples de puras Trocas do TTC (um ciclo simples) 

 

  

 

 

 

 

 

 

Fonte: Exemplo de elaboração própria.  

 

Em verdade, é preciso se considerar as preferências das escolas. Fernandes (2007, p. 32) ressalta 

que ñintuitivamente, o ponto de partida para o emprego do mecanismo no problema escolar é 

considerar a prioridade de um aluno em uma escola em relação aos demais como o direito de 

frequentá-laò. 

 

Os passos do algoritmo de Top Trading Cycles, tais como apresentados por Abdulkadiroĵlu & 

Sönmez (2003) são os seguintes: 

 

A.4. O algoritmo Top Trading Cycles (TTC): 

 

Passo 1. Cada escola possui um contador do número de vagas. Esse contador registra 

quantas vagas restam ainda para serem ocupadas. No primeiro passo, cada contador é 

igual ao total de vagas das escolas. Cada estudante aponta para sua escola favorita sob as 

preferências que foram anunciadas. Cada escola aponta para o estudante que possui maior 

prioridade para aquela escola (melhor classificado no ranque de preferências). Como o 

número de alunos e escolas é finito, irá ocorrer pelo menos 1 ciclo. Além disso, cada 

i1 

i2 

i3 
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escola pode fazer parte de apenas um ciclo, o que vale também para os estudantes. Cada 

estudante participante de um ciclo é removido do sistema e o contador das escolas 

participantes reduz em uma unidade, indicando que uma vaga foi preenchida. Se o 

contador zerar, a escola também é retirada do sistema. 

Passo k.  Cada estudante que ainda está no sistema aponta sua escola mais preferida entre as 

escolas remanescentes (as que ainda possuem vagas, contador maior que zero). E as 

escolas ainda presentes no sistema apontam para o aluno mais preferido entre os que 

ainda estão presentes. Ocorrerá pelo menos um ciclo. Cada estudante participante de um 

ciclo ganha um assento na escola para a qual apontou e é retirado do sistema. O contador 

de cada escola participante do sistema é reduzido em uma unidade, se o contador zerar a 

escola também deixa o sistema. Os alunos que não participaram de um ciclo e as escolas 

que possuem vagas continuam no sistema. O algoritmo termina quando não há mais 

alunos no sistema. 

 

Apontar para o algoritmo de TTC é similar à propor no algoritmo Gale-Shapley. O algoritmo 

TTC se encerra quando todos os estudantes ganham uma matrícula. Um ciclo é uma lista 

ordenada que intercala alunos e escolas. Um aluno presente no sistema aponta para uma escola 

que aponta para um aluno. Sempre que um elemento se repete nessa corrente de invocação, se 

fecha um ciclo e o algoritmo finaliza um passo, retirando os participantes daquele ciclo do 

mercado. O algoritmo continua com os alunos e escolas remanescentes.  

 

Um exemplo de ciclo: ὭᴼίᴼὭᴼίᴼὭᴼί  

 

No anexo B, há mais detalhes da implementação do algoritmo. O algoritmo não foi 

implementado como descrito em A.4, pois para códigos em linguagem R seria difícil estipular 

contadores de vagas para cada escola funcionando de maneira independente. A solução adotada 

foi similar a do algoritmo deferred acceptance: adotar cada vaga de uma mesma escola como um 

jogador independente e ao final reagrupar as vagas na matriz. Fazendo isso é preciso respeitar o 

ordenamento de preferências entre as escolas, uma vaga de uma escola mais preferida é sempre 

melhor do que o de uma vaga de uma escola menos preferida. Os exemplos a seguir ajudam a 

compreender o funcionamento do algoritmo na prática.  
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Exemplo. 7: Suponha-se quatro escolas: s1, s2, s3, s4 e quatro alunos: i1, i2, i3, i4. Cada escola 

possui apenas uma vaga e as preferências de alunos e escolas estão listadas a seguir: 

 

Alunos:  

 

P(i1) = s1, s2, s3, s4 

P(i2) = s1, s2, s3, s4 

P(i3) = s4, s1, s3, s2 

P(i4) = s4, s3, s1, s2 

 

Escolas:  
 

P(s1) = i3, i2, i1, i4 

P(s2) = i2, i1, i3, i4 

P(s3) = i1, i2, i4, i2 

P(s4) = i2, i3, i4, i1 

            Q = (q1 = 1, q2 = 1, q3 = 1, q4 = 1) 

 

Serão apresentados os três passos do algoritmo de solução para as preferências acima listadas 

acompanhados de uma figura ilustrativa (FIGs. 2-4). 

 

Passo 1. Os alunos i1 e i2 apontam para a escola s1, a escola s1 aponta para o aluno i3, os 

alunos i3 e i4 apontam para s4 e a escola s4 aponta para o aluno i2. Fecha-se um ciclo: (i2, 

s1, i3, s4, i2). Os alunos e escolas participantes do ciclo deixam o sistema, e nova rodada 

será proposta pelos alunos remanescentes. 

 

Figura 2 - Exemplo 7 de TTC com 4 alunos e 4 escolas (1º passo) 

  

 

 

 

 

 

 

Fonte: Exemplo de elaboração própria. 

 

Passo 2. Os alunos e escolas que não participaram do primeiro ciclo: (i1,i4) e (s2, s3) 

apontam para as opções mais preferidas entre os remanescentes. O aluno i1 aponta para 

s2, s2 aponta para i1 e fecha-se mais um ciclo: (i1,s2,i1). Esse é o tipo de ciclo mais curto 

i2 

s1 

s4 i3 

i1 

i4 

s2 

s3 
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que pode ocorrer pois os agentes se preferem mutuamente. O aluno i4 aponta para s3 e s3 

continua apontando para i1. 

 

Figura 3 - Exemplo 7 de TTC com 4 alunos e 4 escolas (2º passo) 

  

 

 

 

 

 

 

Fonte: Exemplo de elaboração própria. 

 

Passo 3.    O aluno i4 e a escola s3, únicos remanescentes no sistema, se apontam 

mutuamente e o último ciclo se encerra. 

 

Figura 4 - Exemplo 7 de TTC com 4 alunos e 4 escolas (3º passo) 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Exemplo de elaboração própria. 

 

Exemplo. 8: Outro exemplo pode ser tomado de Abdulkadiroĵlu & Sºnmez (2003, pp.742-744). 

Suponha-se que haja 8 alunos { i1, i2, i3, i4, i5, i6, i7, i8}  e quatro escolas { s1, s2, s3, s4} , sendo que 

as duas primeiras escolas possuem duas vagas cada uma e as duas últimas possuem 3 vagas cada 

uma. Esse sistema possui vagas ociosas, 10 vagas para 8 alunos. As preferências são dadas pelas 

relações abaixo: 

i1 

i4 

s2 s3 

i4 

s3 
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Alunos:  

P(i1) = s2, s1, s3, s4 

P(i2) = s1, s2, s3, s4 

P(i3) = s3, s2, s1, s4 

P(i4) = s3, s4, s1, s2 

P(i5) = s1, s3, s4, s2 

P(i6) = s4, s1, s2, s3 

P(i7) = s1, s2, s3, s4 

P(i8) = s1, s2, s4, s3 

Escolas:  
P(s1) = i1, i2, i3, i4, i5, i6, i7, i8 

P(s2) = i3, i5, i4, i8, i7, i2, i1, i6 

P(s3) = i5, i3, i1, i7, i2, i8, i6, i4 

P(s4) = i6, i8, i7, i4, i2, i3, i5, i1 

            Q = (q1 = 2, q2 = 2, q3 = 3, q4 = 3) 

O exemplo acima se encerra em 4 passos. A FIG. 5 abaixo apresenta o primeiro passo do 

algoritmo que conta com dois ciclos simultâneos. Os demais passos são representados nas FIGs. 

6-8. 

Passo 1. No primeiro passo do exemplo, os alunos i1, i3, i5 formam um ciclo com as escolas 

s1, s2, s3. Ciclo: {i1, s2, i3, s3, i5, s1, i1}. Há outro ciclo de pequeno circuito entre o aluno i6 

e a escola s4, { i6,s4,i6}. Esses alunos são retirados do sistema e todas as quatro escolas tem 

seu número de vagas diminuído em uma unidade no contador. O próximo passo continua 

com os alunos que ainda não conseguiram vaga, isto é, os alunos {i2, i4, i7 e i8}.  

 

Figura 5 - Exemplo 8 de TTC com 8 alunos e 4 escolas (1º passo) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Exemplo adaptado de Abdulkadiroĵlu & Sonmez (2003). 
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s4 
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i6 
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i2 
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Passo 2. No segundo passo apenas um ciclo se fecha, entre o aluno i2 e a escola s1. Nota-se 

que, como ainda há vagas, todos os alunos continuam apontando para a escola que 

apontavam já no primeiro passo. As escolas apontam para novos alunos e, ao final, a 

escola s1 fica sem mais nenhuma vaga e deixa o sistema. 

 

Figura 6 - Exemplo 8 de TTC com 8 alunos e 4 escolas (2º passo) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Exemplo adaptado de Abdulkadiroĵlu & Sonmez (2003). 

 

Passo 3. Mais um ciclo se fecha, entre os alunos i4 e i7 e as escolas s2 e s3. Ao final, a escola 

s2 fica sem mais nenhuma vaga e deixa o sistema, os alunos i4 e i7 também saem. A escola 

s3 tem o seu contador diminuído em uma unidade, restando-lhe mais uma vaga. A escola 

s4 permanece no sistema ainda com duas vagas e o aluno i8 é único ainda sem matrícula. 

 

Figura 7 - Exemplo 8 de TTC com 4 alunos e 4 escolas (3º passo) 

  

 

 

 

 

 

Fonte: Exemplo adaptado de Abdulkadiroĵlu & Sonmez (2003). 
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Passo 4. Ao final do 4º passo se forma o último ciclo e o aluno i8 consegue matricular-se na 

escola s4 que tinha ainda 2 vagas disponíveis. O algoritmo termina e as escolas s3 e s4 

ficam com uma vaga sobrando cada uma.  

 

Figura 8 - Exemplo 8 de TTC com 4 alunos e 4 escolas (4º passo) 

  

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Exemplo adaptado de Abdulkadiroĵlu & Sonmez (2003). 

 

O matching final gerado pelo mecanismo pode ser apresentado pela matriz T abaixo:
62
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Do resultado do mecanismo consegue se visualizar que o resultado final é Pareto ótimo. Cada 

aluno conseguiu a escola mais preferida para a qual ainda existiam vagas. Como cada aluno está 

com sua melhor vaga, não é possível propor alguma mudança que melhore um dos participantes 

sem piorar nenhum outro. Abdulkadiroĵlu & Sonmez (2003, p. 737) propõem o teorema abaixo: 

 
                                                           
62

 A programação do algoritmo utilizado se deu de uma forma um pouco diferente em relação ao colocado em A.4, 

empregou-se a expansão das vagas, em que cada vaga é como uma escola. Pelo algoritmo empregado, a solução de 

exemplo ocorre após 10 passos. Para detalhes, ver Anexo B. 

s3 

q3 = 1 

i8 

s4 

q4 = 2 
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T.8. O mecanismo de Top Trading Cycles é Pareto eficiente. 

 

Prova-se por indução: considere o algoritmo TTC, qualquer estudante que deixa o processo no 1º 

passo foi matriculado na melhor escola de sua preferência e, portanto, não se pode propor outra 

alocação que o melhore. Cada aluno que deixa o sistema no 2º passo foi matriculado para sua 

melhor escola entre os assentos que ainda permaneciam vagos e, como as preferências são 

estritas, não se pode fazer os alunos melhorarem no 2º passo sem que isso prejudique os alunos 

do 1º passo que já estão na melhor alocação que lhes é possível. Procedendo de maneira similar e 

por indução, nenhum estudante pode ser melhorado sem que isso prejudique algum outro 

estudante de um passo anterior. Portanto, prova-se que o mecanismo é Pareto eficiente.ƴ 

 

Fernandes (2007, p. 37) propõem um teorema que pode ser mostrado com um contra exemplo: 

 

T.9. O mecanismo de Top Tading Cycles não é um mecanismo estável. 

 

Prova-se com um contra-exemplo: Suponha novamente o exemplo 8, o aluno i8 e a escola s2 

formam um par bloqueante à T, alocação proposta do TTC. Pode-se verificar que i8 prefere a 

escola s2 em relação à escola s4 que ele ganhou no TTC. A escola s2, por sua vez, prioriza o aluno 

i8 em relação ao aluno i1 ou i7 que ela obteve na alocação. Por conta desse par bloqueante, nota-se 

que a alocação do algoritmo de TTC n«o ® est§vel.ƴ 

 

O leitor pode conferir que a alocação sugerida pelo deferred acceptance seria a da matriz M*  

abaixo: 
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Ao tirar a diferença das matrizes T e M* , elevar cada um dos termos ao quadrado (M*  ï T)
2
, e 

somar o resultado em cada uma das linhas dividindo-o por 2, obtêm-se quantos alunos possuem 

posições diferentes entre uma alocação e outra: 

 

Ὀ  
В -ɕ ἢ

ȟ   Ὥɴ Ὅ (1) 

 

Em que i representa a linha para cada aluno do conjunto I e n é número total de alunos no grupo. 

Para o exemplo acima o resultado de D é igual a 4. Um dos principais pontos dessa diferença é 

que D ressalta as diferenças entre as alocações com uma medida de quantos alunos trocam de 

lugar.  

 

Outro aspecto das teorias de matchings é que existe um trade-off importante entre essas escolhas 

de estabilidade e eficiência. Com o TTC se consegue uma alocação Pareto ótima tanto para 

alunos quanto para escolas. Porém, essa escolha não é estável.  

 

No caso do algoritmo TTC em relação ao deferred acceptance (DA), no exemplo 8, dos quatro 

alunos que ganharam alocações diferentes, 3 deles estão melhores sob o TTC, e apenas um deles 

melhor sob o DA. A estabilidade pode ser um preço alto a pagar em casos assim. No entanto, por 

outro lado, em algumas situações os alunos que ficam com uma alocação de qualidade inferior na 

escala de preferências podem ser muito prejudicados. Se esse grupo for numeroso e o prejuízo 

que eles obtêm no TTC for muito grande, a estabilidade do DA pode ser uma grande vantagem. 

 

Abdulkadiroĵlu & Sºnmez (2003) denominam os pares bloqueantes como inveja justificada. O 

termo é interessante para o contexto escolar. Sob o conceito de Pareto, não há como propor 

melhorias para o algoritmo TTC, pois para um aluno ganhar algum outro precisa perder sua 

posição mais vantajosa (como mostra a prova de T.8). Porém, como em várias situações 

interessantes do estudo de alocações, em alguns casos a eficiência se consegue a um preço de 

desigualdade muito alto, o que é socialmente não desejado.
63

  

                                                           
63

 Percebe-se pelo argumento do termo que algumas invejas s«o ñjustificadasò e outras n«o. O aluno pode ter inveja 

do aluno que conseguiu uma escola mais desejada por ele, mas se ele não conseguisse uma vaga naquela escola de 

nenhuma maneira, essa inveja não tem justificativa (injustificada). Noutro caso, o aluno pode preferir mais uma 
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Se o número de alunos que podem ganhar uma melhor escola for muito grande, a instabilidade de 

um sistema de alocação, até mesmo o sistema de cadastro de Belo Horizonte pode ficar 

comprometida. Haveria muitos alunos e pais insatisfeitos o que poderia levar acordos bilaterais 

entre as partes.
64

 A TAB. 6 apresenta a ideia vinculada a esse trade-off, o algoritmo DA leva a 

um resultado necessariamente estável (sem pares bloqueantes), mas só há garantia de que será 

fracamente Pareto ótimo para o lado que propõe, e não necessariamente leva ao Pareto ótimo das 

escolas. O algoritmo TTC não garante a estabilidade, como visto pelo contra exemplo (T.9), mas 

garante um resultado de Pareto ótimo para os dois lados (T.8). 

 

Tabela 6 - Comparando dois algoritmos DA e TTC de acordo com Estável e Pareto 

Algoritmo Estável Pareto 

DA Sim 
Não  

necessariamente 

TTC Não  

necessariamente 
Sim 

Fonte: Elaboração do autor. 

 

Um bom sistema de alocação de alunos precisa conciliar bem esse trade-off. O sistema será tanto 

melhor quanto mais os agentes se sentirem participantes e engajados no processo de escolha. A 

experiência de BH mostra também que é importante ter uma ñválvula de escapeò para lidar com 

as questões particulares de um ou outro caso de insatisfação e necessidade de reencaminhamento. 

 

Um último ponto discutido pela literatura é a questão sobre se as escolas podem ter preferências 

por determinados alunos. Em se tratando dos direitos constitucionais, todos os alunos requerentes 

têm o direito a uma vaga na educação básica, não é possível favorecer alunos em detrimento de 

outros. No entanto, sob os termos da administração pública, é preciso estabelecer prioridades e 

regras para o registro, tendo em vista recursos de alocação escassos e pressões da demanda. 

                                                                                                                                                                                            
escola e a escola em contrapartida também o prefere mais do que algum aluno que já lhe esteja alocado, e aí se 

configura a inveja justificada, pois o aluno teria condições de preencher a vaga. 
64

 No caso de Belo Horizonte, isso ocorre quando pais tentam falsear o endereço de casa. No entanto, como 

argumentado em 2.1, o sistema é bastante estável, pois essas ocorrências são pontuais. Uma situação instável seria 

aquela em que esse comportamento se generalizasse e as escolas passassem fazer ñvista grossaò para as regras do 

sistema. 
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Enfatizar que as escolas priorizam os alunos segundo regras administrativas e pedagógicas é uma 

maneira importante de se trazer essa questão para um debate amplo.  

 

O capítulo 7 empregou os algoritmos de TTC para simular um processo de alocação por meio de 

filas que ocorria em Belo Horizonte antes do sistema de cadastro ser implementado. Assumindo-

se que os pais são racionais, pais e alunos se dirigiam para a escola mais preferida. No entanto, 

como não havia critério de entrada, as filas eram a maneira que as escolas obtinham de matricular 

os alunos. Os primeiros a chegar recebiam as vagas. Na simulação supôs-se que as filas seriam 

dadas de maneira aleatória, e que os pais escolhem as escolas segundo uma regra lexicográfica de 

preferências que considera desempenho médio no PROEB e as distâncias. 

 

A seção a seguir apresenta a interpretação e os estudos de uma outra corrente, creditada à Becker 

(1973 e 1974). Como já evidenciado no capítulo 2, existe um ponto de interseção entre esses dois 

arcabouços teóricos: um sistema de preferências não dispensa totalmente a existência de 

utilidades, e um sistema de utilidades tem necessariamente embutido um sistema de preferências. 

 

3.5. Modelos de casamentos com base em transferência de utilidade (Becker)  
 

A metodologia desenvolvida por Becker (1991) e demais teóricos do Capital Social elabora 

modelos de casamento baseados nas utilidades individuais dos agentes. O casamento confere ao 

casal determinado produto. Essa teoria ajuda na interpretação de como se dá a formação de pares. 

Uma aplicação muito útil dessa literatura procura testar empiricamente as trocas intra-familiares e 

qual a participação do altruísmo nessas transferências. 

 

Os modelos de casamento por utilidades ocorrem sob uma perspectiva de escolha individual e 

livre dos agentes. Os indivíduos que formam um par consideram o Capital Social um do outro e 

realizam determinada escolha baseados na expectativa de ganhos do casamento.  
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Os casamentos possuem um produto agregado Y que pode ser medido pela utilidade dos pares 

formados. Para denotar os matchings continuaremos usando a denotação ɛ da seção anterior. 

Temos então:
65

 

 

Y = U(ɛ)   (2) 

 

Para essa teoria há igualmente dois conjuntos de homens (H) e mulheres (W) que formarão 

casamentos monogâmicos entre si. Podemos imaginar um casamento ɛ que forme o par h e w 

(homem h e mulher w). Relembrando a notação da seção anterior: ɛ(h) = w (o parceiro de h é a 

mulher w na alocação ɛ), de contraparte temos: ɛ(w) = h (o parceiro de w é o homem h).
66

 Dessa 

forma, é possível reescrever o produto de um casamento como soma de utilidades dos agentes: 

 

Yhw = Uh (ɛ(h)) + Uw(ɛ(w))    (3) 

 

O produto do casamento entre o homem h e a mulher w (denotado por Yhw) é a soma da utilidade 

que o homem h obtém do casamento com w e a soma da utilidade que a mulher w obtém com seu 

par h. Pode-se simplificar a notação para: 

 

Yhw = Yh + Yw    (4) 

 

A utilidade total obtida de todos os casamentos existentes é obtida pelo somatório: 

 

ä
ÍÍ

=
n

WwHh

hwYY
,

 (5)
 

 

Alternativamente, tomando M  *  como todos os conjuntos de todos os casamentos realizados,   

M  * = {ɛ1, ɛ2, ɛ3, ..., ɛn}, em que k é o índice de cada par casado:
67

 

                                                           
65

 Essa seção se baseia principalmente no capítulo 4 de Becker (1991) e no capítulo de mesma numeração de Becker 

& Murphy (2000).   
66

 Diferentemente da teoria de two-sided markets, a alocação de matching é única para o caso da teoria de Becker 

(1991), não sendo necessário distinguir o matching de homens e mulheres. 
67

 Repare que são todos os casamentos realizados e não todos os casamentos possíveis. 
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ä
=

=
n

k

kUY
1

)(m  (6)
 

 

Para Becker & Murphy (2000), a utilidade de um casamento deve depender não apenas do par 

formado, ou seja, não apenas com quem se casa (ɛ(h) = w), mas também da renda proveniente do 

casamento com o par com quem se casa. Em verdade, essa renda pode ser vista de maneira mais 

ampla e não apenas como ganhos monetários. Ao abordar aqui o casamento formado por ɛ, pode-

se considerar que por trás do par formado há uma renda que ajuda os indivíduos a derivarem 

utilidade. 

 

Semelhante ao teorema T.1, estipulado por Gale e Shapley (1962), que afirma que existe um 

casamento estável para todo e qualquer mercado de casamentos, também há em Becker (1991, p. 

111) uma condição semelhante que garante casamentos estáveis. A condição postula que tomado 

um casamento qualquer entre h e x que não seja ótimo, sempre haverá ganho maior na soma 

desses agentes em outros casamentos que não aquele de (h, x): 

 

Yôh + Yôx  Ó Yhx    (7) 

 

Em que Yôh e Yôx são os benefícios de h e x advindos de casamentos com outros pares. Suponha 

que h tenha se casado com a mulher x, e que w tenha se casado com o homem k, tal que h Í k e w 

Í x. Em paralelo com a literatura do matching, a condição (7) acima equivale a dizer que o 

casamento de (h, x) foi bloqueado pelo par (h, w) se U(ɛ(h) = w) > U(ɛ(h) = x) e U(ɛ(w) = h) > 

U(ɛ(w) = k). Em equilíbrio, tem-se a condição (7) satisfeita. Assumindo que (h, w) e (k, x) são 

pares ótimos, reescreve-se as condições como igualdade estritas: 

 

Yh + Yw  = Y
*
hw     (8) 

 

Yk + Yx  = Y
*
kx       (9) 

 

Em que Xh, Yw e Yk e Yx são benefícios advindos dos pares ótimos. Portanto, na versão de Becker 

(1991), o teorema T.1 pode ser reescrito da seguinte forma: 
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T.9. Existe um casamento ótimo para todo e qualquer mercado de casamentos. 

 

A noção de casamento ótimo é mais importante em Becker do que a noção de casamento estável. 

Se pensarmos que o casamento ótimo é aquele melhor possível, temos que o conceito possui 

correspondência com o de casamento estável. O próprio Becker (1991, p. 127 n.23) comenta 

sobre essa semelhança, reproduz-se novamente o trecho: 

 

Gale and Shapley (1962) require optimal assignments to be ñstableò; that is, persons 

not assigned to each other could not be made better off  by marrying each other, a 

requirement that is closely related to condition (4.5) [correspondente à equação (7) 

deste texto]. (Becker, 1991, p. 127n.23). 

 

Pode-se usar um exemplo de casamentos ótimos para mostrar como funcionam os procedimentos 

de matching segundo essa abordagem. Suponha um conjunto de três homens, H = {h, k, m}, e três 

mulheres, W = {w, x, z}. Os ganhos conjuntos desses casamentos estão representados em uma 

matriz que mostra todos os pares possíveis, os casamentos ótimos estão nas diagonais e são 

indicados por um asterisco.
68

 Tem-se a seguinte matriz: 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

*

*

*

mzmxmw

kzkxkw

hzhxhw

YYY

YYY

YYY

m

k

h

zxw

 

 

Exemplo 9: Suponha que os ganhos máximos individuais que cada agente desse mercado 

consegue são os seguintes: 

 

Mulheres: Yôw = 5; Yôx = 2; Yôz = 1 

Homens: Yôh = 3; Yôk = 5; Yôm = 2 

                                                           
68

 No modelo original de Becker (1991, cap. 4) os pares ótimos são dados por indivíduos representados com índice 

de mesma letra, ii , jj , ll , mm, e assim por diante. Isso confere a vantagem imediata de sabermos que casamentos de 

mesmo índice formam um par ótimo, no entanto, essa notação tem a desvantagem de não identificar imediatamente a 

qual grupo o índice se refere, se dos homens ou das mulheres, ou se um indivíduo está casado com pessoa do outro 

sexo ou consigo mesmo. Então, para a notação aqui empregada, sempre que o casamento for ótimo, denota-se esta 

informação por um asterisco junto do Y (Y*). E empregou-se as aspas simples para denotar o melhor casamento sob a 

perspectiva individual, ou o produto potencial de um casamento (Yô). 
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Colocando os valores da soma dos casamentos na matriz (homens nas linhas, mulheres nas 

colunas) tem-se que: 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

335

679

248

m

k

h

zxw

 

Na matriz acima, os casamentos ótimos estão na diagonal da matriz (hw, kx, mz). O ganho social 

agregado dessa alternativa de alocação é Y = 18, o maior possível. Nenhuma das outras 5 

combinações produziria ganhos maiores. A segunda maior possibilidade seria o matching (hw, kz, 

mx), que possui soma igual a 17. 

 

Existe casamento que individualmente gera produto maior (o par (k,w)), mas não é ótimo, 

vejamos porque. Os ganhos individuais máximos de cada um dos indivíduos k e w são 

respectivamente Yôk = 5 e Yôw = 5. Um casamento entre eles, para ser aceito, deveria oferecer 

benefício mínimo de 10 e não de 9. A restrição da equação (7) está ófolgadaô dizendo que o par 

(kw) é não ótimo (instável): 

 

Yôk + Yôw  Ó Ykw  

  5  +  5   Ó  9 

 

O mesmo o raciocínio se aplica aos demais pares não ótimos. De forma intuitiva, pode-se pensar 

que ambos os indivíduos só aceitam se casar caso ganhem acima de 5 pontos de utilidade. O 

casamento de k e w necessariamente os obrigará a dividir um produto de 9 pontos (que é menor 

do que o produto máximo potencial igual a 10). Caso o produto seja dividido igualmente, os 4,5 

que cabem a cada um frustrará as expectativas dos agentes. Se uma das partes fica com 5 e outra 

com 4, isso manterá apenas um deles atendido, enquanto o outro verá motivos para se desfazer da 

união. 

 

Ao analisarmos os pares estáveis de (h, w), (k, x) e (m, z), vemos que, apesar dos produtos 

menores do casamento, todas as partes são atendidas e a igualdade de (8) e (9) é satisfeita, e o 

produto total o maior possível: 
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 Yôh + Yôw  = Yhw   Yôk + Yôx  = Ykx   Yôm + Yôz  = Ymz 

    3  +  5    =  8     5  +  2    =  7      2  +  1  =  3 

 

O exemplo 9 acima oferece caminhos para se demonstrar T.9 e destaca a diferença essencial dos 

modelos de utilidade de Becker dos modelos de matching por preferências. A principal diferença 

está no fato de que os modelos de utilidade consideram a partição do produto no casamento 

explicitamente, o que está apenas implícito nos modelos de matching. 

 

Outro aspecto da teoria dos casamentos de Becker é o papel do Capital Social para reduzir custos 

do household production e aumentar os ganhos do casamento. Assim estabelece-se uma relação 

entre as características dos indivíduos e o produto do casamento. Como colocam Becker & 

Murphy (2000, p. 29), essas caracter²sticas podem ser elencadas como ñrenda, educa­«o, idade, 

saúde, aparência, personalidade, cor, religião, etnia, background familiar e outrasò. Por 

simplicidade, as características são resumidas como K para as mulheres e L para os homens. 

 

Também por simplicidade K e L assumem valores no eixo dos valores reais e possuem um 

continuum crescente de características, indo do menor para o maior. É fácil pensar em variáveis 

contínuas no que diz respeito à renda e idade, no entanto, algumas outras características citadas 

acima são visivelmente categóricas, tais como educação, cor, religião, e etnia. No entanto, isso 

não prejudica a análise. Interessa saber se as características estão correlacionadas positiva ou 

negativamente entre os pares. 

 

As características L e K de homens e mulheres interferem na percepção de como esses grupos 

derivam suas utilidades. Considerando essas características e as utilidades em todo o conjunto M  

de casamentos possíveis (e factíveis), homens e mulheres passam por um mercado que 

proporciona a escolha em um processo descentralizado. Nesse processo, cada par encontra um 

casamento ótimo denominado por ɛ*  e, após o casamento decidido, há a obtenção do produto do 

casamento (Y). 

 

A função de utilidade individual é dependente dos casamentos e das características dos pares: 

UH(ɛ,K),  UW(ɛ,L). A utilidade conjunta é U(ɛ,K,L) e o produto do casamento (Y) depende das 
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utilidades: Y(U(ɛ,K,L)).
69

 O importante, no caso, é entender como Y varia de acordo com as 

características. Becker & Murphy (2000, p. 30) propõem que a primeira derivada de Y em relação 

à K ou L seja sempre positiva.
70
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µ

µ
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µ
>

µ

µ
Ö

µ

µ

K

U

U

Y

L

U

U

Y

 
(10) 

 

Tem-se o chamado positive assortative mating, quando há o casamento entre iguais e 

características iguais retornam maior produto. Por exemplo, quanto mais escolarizado é um casal, 

maior é o benefício do casamento, a segunda derivada é:  

 

0
2
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µ
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U

U

Y
   (11) 

 

Existe também a possibilidade do negative assortative mating, quando há casamento entre 

pessoas com características diferentes. Esse é o casamento em que, por exemplo, uma mulher 

muito instruída se beneficiaria casando com um homem de pouca instrução. Esse tipo de 

substituição pode ocorrer por diversos motivos. Pode-se pensar que a mulher teria capacidade de 

educar bem os filhos, sendo desnecessário que o pai fosse instruído nesse aspecto. E no caso, a 

mulher pode se dedicar a trabalhos de rendimentos intelectuais e o homem poderia cuidar de 

trabalhos manuais e afazeres domésticos. Nesse caso obtêm-se: 

 

0
2

2

2

<
µµ

µ
Ö

µ

µ

KL

U

U

Y
   (12) 

 

Um último caso trata de uma situação em que as características não façam nenhuma diferença. 

Em uma situação em que homens e mulheres são todos iguais no mercado, sem nenhum 

diferencial, tem-se que: 

                                                           
69

 Segue-se notação similar à empregada por Becker (1991) e Becker & Murphy (2000), usar Y como uma função e 

como variável do produto do casamento é um abuso de notação utilizado pelos autores, mas, por outro lado, torna a 

notação mais econômica.  
70

 Caso se acredite que alguma característica tenha relação negativa, sua polaridade pode ser invertida, e caso se 

acredite que haja alguma característica que não interfira no produto de um casamento ela pode ser retirada do 

modelo. 
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   (13) 

 

Discutindo ainda sobre um resultado importante do modelo de Becker (1991), retorna-se à nota 

de rodapé 39 para acrescentar um teorema importante, que encontra correspondente na literatura 

de matching  (Gale & Sotomayor, 1985b): 

 

T.10. Uma mulher (ou um homem) acrescida (acrescido) ao mercado faz com que a situação dos 

homens (ou das mulheres) seja melhor ou tão boa quanto à situação anterior onde havia menos 

uma mulher (ou homem). 

 

Em outras palavras, uma mulher acrescida ao mercado não pode piorar a situação dos homens, ou 

então, no caso contrário, um homem acrescido ao mercado não pode piorar a situação das 

mulheres. Esse teorema é demonstrado pelas duas literaturas, mas no caso em especial ilustra-se 

com um exemplo compatível com a literatura de Becker (1991), em que há possibilidade de 

transferências entre os membros de um casal. 

 

Exemplo. 10: Suponha inicialmente que tenhamos um homem k e uma mulher w que formam um 

casal do matching ɛ1. Digamos que o produto do casamento é Ykw = 7, suponha que a repartição 

do produto nesse casamento seja 5 para o homem e 2 para a mulher.  

 

Suponha agora que haja mais um homem nesse mercado (h) e que a utilidade de permanecer 

solteiro para os dois homens seja a mesma Ykk = Yhh = Uk(ɛ(k) = k) = Uh(ɛ(h) = h) = 1. A título de 

exercício, suponha ainda que a união do homem h com a mulher w leve a um casamento com 

produto de oito, Yhw = 8, esse casamento será chamado de ɛ2.  

 

A mulher w tem uma expectativa de ganhos próximos a 6. Caso o casal kw já esteja formado, o 

homem h, novo entrante, pode oferecer à mulher uma transferência do benefício do casamento 

(Th): 

 

Na situação inicial: 
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ɛ1: Yôk + Yôw = 5 + 2 = 7 (situação inicial) 

 

Com a entrada de um novo candidato oferecendo Th: 

 

ɛ2: (Yôh ï Th) + (Yôw  + Th) = 6 - Th + 2 + Th = 8 

 

O novo candidato entra no mercado oferecendo uma transferência Th para a mulher. Se o valor de 

Th for igual à zero, a mulher estaria indiferente entre estar casada com h ou com k, pois ela já 

ganhava Yôw = 2 na situação anterior. Portanto, tem-se que Th deve ser maior que zero (Th > 0): 

 

Se a transferência for de uma unidade Th = 1: 

 

ɛ2: (Yôh ï Th) + (Yôw + Th) = (6 ï 1) + (2 + 1) = 8 

 

Transferindo Th = 1 para a mulher o homem h consegue se casar. Mas nesse caso, k pode ainda 

fazer uma transferência de Tk = 2, pois ainda assim terá utilidade maior do que estando solteiro, 

(5 ï 2) > 1: 

 

ɛ1: (Yôk ï Tk) + (Yôw  + Tk) = (5 - 2) + (2 + 2) = 7 

 

Ocorrerá uma competição entre os homens em que, no limite, cada um deles pagará a diferença 

de utilidade entre estar casado ou solteiro: 

 

Tk Ò (Yôk ï Ykk) = (Uk(ɛ1) ï Uk(ɛ(k) = k)) 

 

Th Ò (Yôh ï Yhh) = (Uh(ɛ2) ï Uh(ɛ(m) = m)) 

 

No exemplo, os limites superiores de Tk e Th são 4 e 5 (Tk Ò (5 ï 1) e Th Ò (6 ï 1)). Numa 

competição entre eles, o homem k pagará em transferências até o seu limite, Tk = 4. O homem h 

não precisará pagar seu valor total de 5, mas sim algo ligeiramente maior do que 4. Ao transferir 
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esse valor, seu produto obtido com o casamento ficaria pouco menor do que 2, mas ainda assim 

melhor do que permanecer solteiro, e a mulher receberia um produto pouco maior do que 6, 

situação bem melhor do que o casamento inicial, onde havia apenas um homem e uma mulher no 

mercado.
71

 

 

A consequência do teorema T.10 é que com a possibilidade de transferência entre os agentes, 

permanecerão casados os homens (ou mulheres, no caso contrário) que tiverem maiores 

possibilidades de transferências. 

 

No exemplo 10, como Th Ó Tk, o homem h conseguiu se casar com a mulher w.  Para mostrar que 

a situação do exemplo (quando há um homem a mais no mercado) é sempre mais preferida ou tão 

boa quanto a situação contrária, pode-se explorar uma prova pela exaustão dos casos. Suponha 

que o novo homem entrante h poderia ter produto menor do que k (Th Ò Tk). Ainda assim k, para 

permanecer casado, terá de transferir para a mulher uma quantia Tk > 0, sob pena de perder o 

casamento para o novo entrante h que pode fazer transferências positivas. 

 

Em último caso, há a situação em que h não ganha nada no casamento com w e, portanto, o valor 

das transferências é nulo: Th = 0. A mulher não ganha com a entrada no novo homem, mas 

continuaria na mesma situação inicial, casada com k (Yôw = 2).
72

 

 

Pode-se, por um lado, considerar que a abordagem de Becker é mais flexível pois permite a 

acomodação de preferências de acordo com transferência de valores (ou utilidades) e existe um 

modelo de barganha. Por outro lado, pode-se pensar que este modelo exige condições mais fortes 

tais como a de que as funções de utilidades sejam iguais para todos os indivíduos de um mesmo 

grupo, levando-os a classificar os membros de outro grupo sob uma mesma regra. Grosso modo, 

a forma de classificar os homens do melhor ao pior é um consenso entre as mulheres no modelo 

                                                           
71

 Essa dinâmica lembra bastante o argumento das terras marginais de David Ricardo (1996 [1817] cap. II). Outro 

ponto que se pode acrescentar é que o produto de estar solteiro pode ser diferente entre os indivíduos, Yhh Í Ykk, as 

transferências dependem do ganho potencial do casamento e esse valor mínimo de estar solteiro. 
72

 O T.10 pode ser escrito em termos mais gerais, para isso, consulte-se Becker (1991, p.128). Em verdade, Becker 

(1991) não enuncia essa consequência do modelo na forma de um teorema como aqui enunciamos, mas prova as 

propriedades do modelo e suas consequências. Observa-se que apesar das diferenças dos frameworks teóricos, esse 

teorema é similar ao Teorema 2.25 de Roth & Sotomayor (1990, p.44) onde há prova formal para o contexto de 

mercado de dois lados. 
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Beckeriano e o mesmo vale para homens classificando as mulheres. No caso de alunos e escolas, 

seria equivalente a todos os alunos possuírem um consenso absoluto sobre quais as melhores 

escolas e quais as piores. 

 

Por esse último ponto apresentado, o modelo de preferências do two-sided markets faz menores 

exigências sobre a utilidade dos agentes, mas é também insensível a mudanças nas preferências, 

pois elas são dadas e determinísticas.
73

 

 

Para ver este ponto, suponha que uma mulher w declara sua preferência por dois homens (h1 e h2) 

na seguinte ordem: h1 ṋ  h2. Caso essas três pessoas sejam as únicas no mercado, a solução Gale 

Shapley formaria o par (w, h1), e o homem h2 permaneceria solteiro.  

 

No modelo de Becker (1991), a solução depende das utilidades obtidas por meio da união do 

casal (do household production). O homem com a propensão de permanecer solteiro (h2) pode 

aumentar o preço do casamento, compromissando-se então a transferir mais bens para a esposa w. 

Caso h1 não consiga cobrir a oferta de h2, o casamento que derivará maior utilidade será o par (w, 

h2). 

 

Como as trocas são voluntárias, observa-se que, h2 nunca oferecerá transferências maiores do que 

a utilidade conseguida com o casamento. Em outras palavras, o modelo de Becker prevê a 

ocorrência de casamentos de conveniência e a barganha pode alterar o quadro de preferências 

original.
74

  

 

Transportando a questão dos casamentos para o problema de admissão dos alunos nas escolas, em 

que o grupo dos homens representa o grupo dos alunos e o das mulheres o das escolas. Temos 

que o modelo acima possui relação com o casamento polígamo (ou poliandria, uma mulher 

                                                           
73

 Ver a comparação diagramática dos modelos no Anexo C. 
74

 Consistente com as preferências inicialmente declaradas pela mulher w, desconsiderando as transferências, a 

utilidade de se casar com h1 deve ser maior do que se casando com h2: Uw(ɛ1) > Uw(ɛ2). E assim ela prefere h1 a h2. 

Entretanto, no modelo de Becker, as transferências devem ser consideradas. Se Uw(ɛ2+ T2) > Uw(ɛ1+ T1), o 

casamento entre w e h2 será formado. No arcabouço de Roth & Sotomayor (1990), a mulher teria de saber de 

antemão o valor das transferências que h2 pode dar. Se ela soubesse, w não deveria declarar h1 =h2, mas sim h2 =
h1. A questão de diferentes tipos de preferências não estritas ou como os agentes agem sem informação incompleta 

foi tratada por Roth (1989), Roth & Sotomayor (1990, cap 4 e 5), e mais recentemente, Liu et al. (2012). 
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casada com dois ou mais homens). Uma escola admite um número de alunos até o limite de seu 

benefício marginal. Nesse caso, o modelo de Becker pode ser generalizado para uma situação de 

uma pessoa de um sexo e muitas do outro, mas as condições postas nesta seção continuam válidas 

após a generalização. 

 

A generalização acima permite conceber uma oferta mais elástica. Por esses modelos, os alunos 

julgam as escolas por uma característica comum, e uma escola muito produtiva gera excedente e 

é preferida por todos. Para aproveitar melhor os recursos dessa escola muito produtiva, pode-se 

colocar mais alunos nesse tipo de escola do que para uma escola de baixo rendimento.  

 

Um teste empírico para essa predição do modelo de Becker (1991, cap. 3) é verificar se as escolas 

mais produtivas são as que possuem maior número de alunos (mais turmas). Essa é uma 

consequência natural do modelo acima proposto, o número de vagas em uma escola seria predito 

principalmente pela produtividade da escola. Talvez essa condição seja mais fácil de ser testada 

em escolas particulares, em que a escolha depende mais de critérios utilitaristas do que dentro do 

sistema público. 

 

Não obstante, a perspectiva de criação de vagas nas escolas públicas serve também como um guia 

para as políticas públicas. Ao se planejar a criação de vagas em uma escola já existente, o modelo 

de casamentos poligâmicos sugere que se criem mais vagas nas melhores escolas. Essa 

perspectiva será retomada para uma das simulações do capítulo 7. 

 

3.6. Uma proposição para matrizes de distâncias. 
 

 

Um ponto prático do sistema de alocação de Belo Horizonte é a consideração das distâncias dos 

alunos até a escola. No sistema de cadastro da cidade essa informação é crucial, e para a analogia 

dos modelos aqui propostos, sugere-se que as distâncias podem moldar preferências tanto das 

escolas quanto dos pais e alunos. 
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Exemplo. 11: Suponha a seguinte matriz de distâncias em quilômetros dos alunos até as escolas:
75
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Cada escola possui apenas uma vaga e a matriz de distâncias determina as preferências de alunos 

e escolas, quanto menor a distância, mais preferida é a escola (ou o aluno, na perspectiva da 

escola). Dado isso, as preferências de alunos e escolas estão representadas abaixo: 

 

Alunos:  

 
P(i1) = s1, s2, s3, s4 

P(i2) = s1, s2, s3, s4 

P(i3) = s3, s2, s4, s1 

P(i4) = s1, s2, s3, s4 

 

Escolas:  
 

P(s1) = i2, i1, i4, i3 

P(s2) = i3, i1, i2, i4 

P(s3) = i3, i1, i2, i4 

P(s4) = i3, i2, i1, i4 

            Q = (q1 = 1, q2 = 1, q3 = 1, q4 = 1) 

 

Aplicando-se o algoritmo deferred acceptance com os alunos propondo temos os seguintes 4 

passos: 

 

Passo 1. Os alunos i1, i2 e i4 propõem todos para a escola s1. O aluno i3 propõe para a escola 

s3. A escola s1 de acordo com sua ordem de prioridades (dada pelas distâncias) ñseguraò a 

proposta do aluno i2 e rejeita as ofertas dos demais. 

 

Passo 2. Os alunos i1 e i4 propõem para a segunda opção: a escola s2, que é a segunda 

melhor escola para os dois alunos. Como s2 recebe duas propostas, de acordo com seu 

ordenamento de prioridades, ela ñseguraò o aluno i1 e rejeita a oferta de i4. 
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 No anexo D apresenta-se um diagrama de pontos de escolas e alunos no plano que gera a matriz de distâncias 

acima. 
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Passo 3. O aluno i4 propõe para a escola s3 que já havia recebido proposta de i3. A escola s3 

analisa a nova oferta e decide continuar com o aluno i3 e rejeitar i4 (dado que i4 é o de 

menor prioridade, maior distância). 

 

Passo 4. O aluno i4 propõe para a escola s4, que ainda não havia recebido propostas e o 

algoritmo se encerra. As escolas matriculam os alunos que estavam segurando até este 

momento. 

 

Ao final do algoritmo tem-se que a matriz de alocação final é: 

 

Ἑ

ὔ
Ὥ
Ὥ
Ὥ
Ὥ

ί ί ί ί

π ρ π π
ρ π π π
π
π
π
π
ρ π
π ρ

 

 

Analisando-se o caso em que as escolas propõem primeiro no algoritmo deferred acceptance, 

tem-se o algoritmo em 4 passos: 

 

Passo 1. A escola s1 propõe vaga ao aluno i2 e as escolas s2, s3 e s4 propõem todas elas para 

o aluno i3. Como o aluno i3 recebeu três ofertas ele poderá escolher a que ele mais prefere, 

no caso é s3. As escolas s2 e s3 são rejeitadas por i3. 

 

Passo 2. A escola s2 propõe vaga para o aluno i1, que ainda não havia recebido proposta e 

ent«o ñseguraò a oferta, e a escola s4 propõe ao aluno i2 que já possui a oferta de s1. Como 

i2 recebeu mais de uma oferta, ele analisa e mantém a proposta de s1 (mais preferida) e 

rejeita a de s4. 

 

Passo 3. A escola s4 propõe ao aluno i1 que est§ ñsegurandoò oferta de s2. Entre s2 e s4, o 

aluno i1 prefere s2, e s4 é novamente rejeitada, sendo necessário mais um passo. 

 

Passo 4. A escola s4 propõe ao aluno i4, que não havia recebido propostas até então, o aluno 

i4 aceita a oferta recebida e o algoritmo termina. Os alunos se matriculam na oferta que 

estavam segurando até o momento. 
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Observa-se que a alocação acima é a mesma da matriz M  que foi obtida com os alunos propondo 

no algoritmo deferred acceptance. O ocorrido parece não ser por acaso tal como a proposição P.1 

abaixo revela: 

 

P.1. Em escolas com uma vaga, para matrizes de preferências dadas pela matriz de distâncias 

onde não ocorra dois ou mais alunos equidistantes de uma mesma escola ou não haja duas ou 

mais escolas a uma mesma distância para um dado aluno, tem-se que o matching estável 

proposto pelo algoritmo deferred acceptance (escolas propondo ou alunos propondo) será único. 

 

A proposição acima pode ser provada por contradição: 

 

Prova: Suponha que ɛ seja o casamento dado pelo algoritmo deferred acceptance com os alunos 

propondo e ɛô seja o matching dado pelo algoritmo das escolas propondo. Suponha que ɛ Í ɛô, se 

isso ocorre, para casos de escola com apenas uma vaga, há pelo menos dois alunos, digamos que i 

e iô, cuja escola proposta por ɛ é diferente de ɛô (ɛ(i) Í ɛô(i) e ɛ(iô) Í ɛô(iô)). Considere-se ainda 

que ɛ(i) = s e ɛô(i) = sô, e de contraparte, para que o anterior ocorra, que ɛ(iô) = sô e ɛô(iô) = s.  

 

Se ɛ Í ɛô, sabe-se por T.2 que s ṋsô e que sô ṋ' s. Como as preferências foram dadas pelas 

menores distâncias (quanto mais próximo melhor) isso equivale a dizer que para i as distâncias 

são A < B, e para o iô, são de D < C, em que A, B, C, D são valores de R para as distâncias. A 

representa a distância do aluno i até a escola s, B é a distância de i até a escola sô, o C representa a 

distância de iô at® a escola s e D é a distância de iô até a escola sô. Por T.3, sabe-se que para s: iô 

ṋ  i e para sô: i ṋ' iô, como a matriz de distâncias é a mesma, isso equivale a dizer que para s:    

C < A e para sô: B < D, o que é uma contradição, pois viola a transitividade. 

 

Pela transitividade e pelas três primeiras proposições para as distâncias, tem-se que: D < C < A < 

B. No entanto, a última assertiva de que B < D se constitui uma contradição às afirmações 

anteriores. Tem-se, portanto, que ɛ Í ɛô gera uma contradi­«o sob as condi­»es impostas em P.1. 

Não é possível, com preferências dadas por uma matriz de distância para alunos e escolas, 

matchings estáveis diferentes dados pelo algoritmo deferred acceptance.  
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Como foi mostrado para dois alunos e escolas quaisquer em que (i, iô) Ԝ I e (s, sô) Ԝ S, para 

matchings não idênticos, pelo menos um par de alunos e escolas do tipo acima ocorre e isso 

fornece a contradição necessária para a prova, com isso tem-se a prova de P.1. ƴ 

 

Nota-se que a proposição P.1 fala de escolas com apenas uma vaga, isso faz com que o matching 

da proposição não seja diferente do caso one-to-one. Generalizar essa proposição e a prova para o 

caso many-to-one exige que preferências coincidentes sejam estritas para alunos e escolas. Ou 

seja, a regra de desempate deve ser a mesma para alunos e escolas. Essa extensão pode ser feita 

em trabalhos futuros. 

 

Pode se imaginar dois ou mais alunos que estão equidistantes da mesma escola, por exemplo, 

dois irmãos que moram na mesma residência. Sendo assim, o critério de desempate deve priorizar 

um dos irmãos e ao mesmo tempo esse irmão priorizado deve também ter que priorizar essa 

escola um pouco mais do que o irmão preterido (o critério de desempate deve funcionar tal como 

se a distância para um dos irmãos fosse reduzida em pequena fração para gerar o desempate). 

 

Para uma mesma série o empate acima não é comum (teriam de ser irmãos gêmeos ou um dos 

irmãos estar atrasado nos estudos). Ainda assim, para bancos com muitos alunos, a probabilidade 

que pelo menos um caso ocorra é grande, sendo necessário um critério para desempatar. 

 

Um ponto importante da proposição é que ela faz com que o matching do DA, considerando 

apenas as distâncias como critério de escolha, seja o mesmo. Esse matching não é o que minimiza 

a distância média dos alunos (ver exemplo no anexo D), no entanto, ele apresenta resultados de 

distâncias estáveis, de modo que não há inveja justificada. 
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4. A FUNÇÃO DE ALOCAÇÃO  E PROFICIÊNCIA  
 

 

Um tema de investigação da tese é como se relacionam as diferentes alocações propostas com o 

bem-estar medido pela proficiência dos alunos. A suposição é de que a sociedade não é 

indiferente à maneira como são alocados os alunos e escolas, e sendo assim, existe uma alocação 

ótima possível, a que maximiza a proficiência dos alunos no domínio de todas as alocações 

possíveis M , em que ɛ representa cada uma dessas alocações (ɛ Ԝ M ). A relação entre a 

proficiência y ώ   e as alocações ɛ, pode ser pensada na forma de uma equação geral 

representada abaixo, semelhante à equação (2): 

 

ώ Ὢ‘ (14) 

 

Em que f é uma função contínua com primeira derivada em relação à ɛ positiva e segunda 

derivada é negativa. As alocações ɛ são tomadas de maneira contínua e o resultado da 

proficiência é dado em relação à alocação observada. A FIG. 9 ilustra o conceito desta função. Na 

FIG. 9, o ɛôô pode ser uma alocação que representa o estágio inicial anterior à implementação do 

sistema de cadastro, ou seja, uma alocação casuística derivada da baixa organização do processo 

de matrículas. O ɛô pode traduzir uma situação em que algoritmos de pareamento são utilizados e 

contribuem para elevar a média geral de proficiência dos alunos (yô). 

 

O ɛ* representa uma possível alocação ótima que pode porventura existir. Uma das tarefas desta 

tese é descobrir o quanto se pode conseguir com outras alocações, tentando se aproximar do 

desenho ótimo, em que, controlada pelos demais fatores, a alocação de alunos e escolas oferece o 

ganho máximo em termos da média de proficiência (y*).  
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Figura 9 - Ganhos de proficiência (Y) e o conjunto de todas as alocações possíveis (M ) 

 

Fonte: Elaboração do autor. 

 

Tratar dessa relação entre alocações e proficiência da maneira apresentada pela função da 

equação (14) encerra alguns desafios: 

 

1. Estabelecer uma cardinalidade para todas as alocações é uma questão não trivial. Pode-se 

indicar uma proposta similar ao modelo de Becker (1991), discutida em 3.4, caso se 

conheça as características das escolas (tais como o capital, K) e características dos alunos 

(dadas por L), as melhores alocações são as que combinam positivamente (ou 

negativamente) as características K e L, na suposição de positive assortative matings (ou 

negative assortative matings).
76

 

 

2. A função f deve ser uma função de agregação social de diversas proficiências distintas 

obtidas para cada aluno em cada escola. Como uma função que agrega vários indivíduos, 
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 Roth & Sotomayor (1990, pp.36-39) mostram pelo teorema de Lattice que é possível ordenar pelos critérios de um 

dos grupos (homens ou mulheres) os matchings estáveis. Isto é, dentro do conjunto de matchings estáveis, as 

alocações terão um ordenamento do menos preferido ao mais preferido. No entanto, em uma extensão do T.3 

abordado no capítulo anterior, esse ordenamento é reverso entre os dois lados do mercado, o mais preferido dos 

homens é o menos preferido das mulheres e vice-versa. Ademais, os autores mostram que na forma ordinal não há 

como estabelecer esse ordenamento entre matchings não estáveis. 
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são necessárias considerações normativas para a forma funcional desta função. A única 

exceção seria a situação em que as proficiências médias aumentassem ou diminuíssem 

igualmente para todos os alunos, não sendo necessário ponderar alunos diferentemente, 

pode se adotar um aluno representativo. Porém, é difícil que cada alocação confira os 

mesmos valores marginais para a proficiência de todos os alunos. O mais provável é que 

uns alunos ganhem ao serem trocados de escolas e outros não. Para esses casos, a 

agregação se torna um problema difícil de ser resolvido. 

 

3. Os valores de µ e y podem não ser contínuos e a função pode não ser contínua. Apesar de 

a variável de proficiência (y), por construção, assumir valores contínuos de 0 até 500,
77

 

não há indicativos de como é possível medir µ de maneira contínua, a não ser que se adote 

uma aproximação tal como levantado no ponto 1. Outra coisa que se pode fazer é ter uma 

medição da distância entre a alocação ótima e a observada, tal como representada pela 

equação (1) do capítulo anterior. No entanto, essa ideia precisa ser melhor desenvolvida. 

 

Observando-se em detalhes as questões acima, pode-se dar um exemplo que demonstra o 

problema de agregação referido e aponta indicativos de como as simulações podem ser 

encaminhadas. 

 

Exemplo. 12: suponha dois alunos: i1 e i2 estudantes das escolas s1 e s2 respectivamente, este é o 

mercado inteiro do exemplo. A nota do aluno i1 é representada por y1,1, que representa a nota do 

aluno i1 na escola s1 (na forma geral: yi,s, nota para o aluno i na escola s). Em contrapartida, a nota 

do aluno i2 na escola s2 é dada por y2,2.  

 

Nesta tese supõe-se, na maior parte dos casos, um número de vagas constante. Então, para que i1 

mude de s1 para s2 é preciso que i2 mude de s2 para s1. Para tratar de outras alocações possíveis é 

preciso ter um modelo que diga como ocorreriam as notas dos alunos nas situações alternativas 

(contrafactuais), que são: 

 

                                                           
77

 A variável y é obtida pelo método da Teoria de Resposta ao Item (TRI). Em verdade, valores iguais a zero são para 

alunos que não fizeram a prova ou erraram todas as questões e geralmente não são tratados, a distribuição começa a 

apresentar valores acima de zero nos intervalos próximos de 30 a 50 pontos. Outro ponto é que a variável y não é 

perfeitamente continua, mas pode ser tratada como tal. No capítulo 5 a seguir serão fornecidos maiores detalhes. 
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1. y1,2 (é a nota do aluno i1 caso ele estudasse em s2). 

 

2. y2,1 (é a nota do aluno i2 caso ele estudasse em s1). 

 

Se a troca de escolas for mutuamente vantajosa, tem-se que y1,2 > y1,1 e y2,1 > y2,2. Em palavras, o 

aluno i1 consegue melhores resultados na escola s2, enquanto que i2 obtêm notas melhores na 

escola s1, a aloca­«o inicial colocava os alunos nas escolas ñerradasò. Neste exemplo a troca entre 

os alunos é Pareto ótima.  

 

Contudo, outras possibilidades, exploradas na TAB. 7 abaixo podem ocorrer. Se os dois alunos 

estão estritamente melhores como no exemplo acima, se diz que o a troca é um melhoramento 

fortemente preferível do ponto de vista dos alunos, representantes da sociedade.
78

  

 

Se apenas um dos alunos se favorece com a troca, mas o outro não perde, diz-se que a troca é 

fracamente preferível. Caso não haja resultado favorável, os alunos ficam indiferentes entre a 

troca. Existem situações reversas: fracamente não-preferível e fortemente não-preferível. Além 

disso, podem haver situações ambíguas, um dos alunos ganha, mas o outro perde proficiência. 

 

Quando a troca beneficia ambos os alunos, não haverá oposições sociais a essa situação. Ou 

então, na pior das hipóteses, alcançará resultados fracamente preferíveis, em que um aluno 

melhora com a troca, mas o outro não piora. Todos os casos assinalados em verde na TAB. 7 são 

melhorias de Pareto, é possível melhorar pelo menos um agente sem piorar nenhum outro. Os 

casos em que não há nenhuma cor, são indiferentes ou ambíguos e os casos em vermelhos são 

socialmente indesejáveis. 

 

 

 

 

 

                                                           
78

 Por simplicidade, supõe-se aqui que as escolas são indiferentes, o que vale para a função de bem estar social são as 

notas dos alunos, mais a frente no capítulo 7, as preferências das escolas serão consideradas na análise.  
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Tabela 7 - Resultado Social da troca de dois alunos i1 e i2 entre as escolas s1 e s2. 

 
Aluno i2 mudou-se para a escola s1 

y2,1 > y2,2 y2,1 = y2,2 y2,1 < y2,2 

Aluno i1 

mudou-se para 

a escola s2 

y1,2 > y1,1 
Fortemente 

preferível 

Fracamente 

preferível 
Ambíguo 

y1,2 = y1,1 
Fracamente 

preferível 
Indiferente 

Fracamente 

não-preferível 

y1,2 < y1,1 Ambíguo 
Fracamente 

não-preferível 

Fortemente 

não-preferível 

Fonte: Elaboração do próprio autor. 

 

Os casos ambíguos, em que um aluno melhora mas o outro piora, possuem por trás um 

julgamento normativo. A sociedade pode julgar que para o aluno i2 ganhar mais 20 pontos de 

proficiência, por exemplo, pode valer à pena o aluno i1 perder 10 ou menos pontos. Essa é a 

tarefa que a função de agregação social f mencionada pode ajudar a resolver. Porém, ainda assim, 

os critérios para tal são subjetivos, é uma ponderação muito difícil entre indivíduos diferentes. 

 

Um critério de repartição do produto de uma coalizão em jogos cooperativos é dado pelo valor de 

Shapley, proposto por Shapley (1951). Nesse critério cada participante receberia em termos de 

proficiência o valor que o jogador agrega ao resultado geral da coalizão. Seria preciso conhecer o 

quanto que cada aluno agrega ao estar matriculado em uma nova escola proposta pelas diferentes 

alocações possíveis. O uso do valor de Shapley para o produto educacional tem também 

dificuldades por conta de não ser o produto educacional transferível facilmente entre os alunos, 

encarar como podem ser os ganhos em Y e sua distribuição é um desafio. 

 

Uma posição conservadora seria a de só realizar trocas para as células verdes acima indicadas, 

alcançando-se uma alocação Pareto eficiente. Existem ganhos de proficiência que podem ser 

arbitrados considerando-se apenas o aspecto de encurtamento das distâncias que os mecanismos 
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de alocação em geral propiciam, outros advêm de efeito migração e efeito escola que serão 

detalhados no capítulo 6. 

 

Tais critérios podem ser ainda insuficientes para promover maiores trocas e aproveitar-se dos 

maiores ganhos possíveis. O capítulo 6, na seção 6.3, voltará a este tema apresentando algumas 

escolhas dos modelos de inferência que serão utilizados como base para os parâmetros do 

capítulo 7. 

 

Antes disso, o próximo capítulo apresenta como foi construído o banco de dados para lidar com 

as informações de alocação dos alunos e escolas. Dados do sistema de cadastro de Belo 

Horizonte são apresentados, bem como dados do Censo Escolar 2010 e do PROEB de língua 

portuguesa para o mesmo ano. Detalhes do georreferenciamento e processamento do banco são 

também fornecidos no capítulo 5. 
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5. BANCO DE DADOS DOS ALUNOS E ESCOLAS DE BELO 

HORIZONTE  
 

 

A etapa de elaboração do banco de dados de alunos e escolas é crucial para se compreender o 

sistema de cadastramento escolar de Belo Horizonte. Neste capítulo descrevem-se as fontes 

primárias e as etapas necessárias para a construção de um banco de dados de alunos e escolas 

conjugados. Por circunscrever-se apenas aos limites do município, o banco de dados possui 

alunos e escolas situados dentro dos limites legais de Belo Horizonte.
79

  

 

O universo de escolas representadas compõe-se de escolas públicas da rede de ensino municipal e 

estadual. A rede de escolas públicas federais (apenas quatro em BH) não pertence ao universo de 

análise aqui examinado, tais escolas possuem sistema de cadastro próprio. Cabe enfatizar que 

escolas da rede privada não estão no banco de dados, naturalmente, por se tratar de um cadastro 

do sistema público de ensino, no entanto, a cada ano há uma pequena parcela de alunos novos 

entrantes provenientes do sistema particular (processo relatado no capítulo 2). 

 

O banco de dados foi construído pelo uso de três principais fontes: Censo Escolar (MEC/INEP); 

banco do PROEB (Programa de Avaliação da Rede Pública de Educação Básica); e um banco de 

escolas com o código, nome e endereço, fornecido pela SEE/MG.
80

 Outros bancos menores, mas 

ainda sim muito importantes, foram utilizados: dados de registro do sistema de cadastro escolar 

da SME/PBH; um banco de dados com o nível Socioeconômico (NSE) das escolas criado por 

Soares & Alves (2012); bancos de dados georreferenciados das regiões administrativas e bairros 

de Belo Horizonte; e um banco de endereços elaborado por Martins, Davis Jr. & Fonseca (2012) 

utilizado em processo que será mais bem descrito em 5.2.2. 
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 Muitas zonas limítrofes de Belo Horizonte já se apresentam quase que completamente conurbadas aos municípios 

vizinhos do entorno: Contagem, Nova Lima, Sabará, Santa Luzia, Ribeirão das Neves e Vespasiano são os mais 

importantes do entorno. Alunos moradores de tais municípios vizinhos não foram inseridos no banco de dados, 

alguns destes alunos podem morar bem próximos a escolas de Belo Horizonte, e, em alguns casos pais podem se vir 

tentados a alterar um pouco o endereço de residência de forma conseguirem matrícula incluída dentro dos limites da 

capital, o que pode gerar um ñefeito bordaò. 
80

 O Banco de escolas fornecido pela secretaria de educação estadual tem tanto escolas estaduais quanto escolas 

municipais. 
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Sobre o universo discente, foram analisados dados de alunos matriculados em 2010 no 5º ano do 

ensino fundamental, lembrando que após a lei nº 11.274 de 2006 o ensino fundamental passou a 

ter nove anos. Em Minas Gerais, segundo dados do censo escolar, a lei já se encontra 

praticamente universalizada, em 2010 menos de 1% dos alunos continuava no regime seriado de 

oito anos.
81

 Ainda de acordo com dados do censo escolar para o mesmo ano, Belo Horizonte 

possuía 37.058 estudantes matriculados no 5º ano, matrículas de escolas de todas as redes na 

modalidade de ensino regular (públicas e privadas), 27.371 eram de escolas públicas municipais 

ou estaduais. 

 

A série decisiva para entrada dos alunos no sistema de cadastro é o 1º ano do fundamental, série 

de alfabetização. É nesse ano de ensino que estão localizados maior parte dos alunos novos 

entrantes, pois se torna obrigatória a matrícula no sistema de ensino básico. A partir dessa 

matrícula inicial, as matrículas subsequentes são mantidas na mesma escola, a não ser em casos 

raros de exceção já relatados.  

 

Infelizmente, não há nenhum sistema de avaliação da proficiência realizado nesse primeiro ano 

de entrada no ensino fundamental, sendo que a etapa mais próxima a ser avaliada é o 5º ano.
 82

 

Pelo fato de grande parte das matrículas para os anos subsequentes serem automáticas e por ser o 

5º ano a primeira etapa para a qual se possui avaliação padronizada da proficiência, os alunos 

dessa fase foram escolhidos como objeto de análise.  

 

A escolha da prova de Língua Portuguesa ocorreu por conta de o banco contar com mais alunos, 

tendo-se uma amostra maior de alunos para o processamento dos bancos do Censo Escolar e do 

PROEB. Além disso, acrescenta-se que os resultados das notas de português e matemática são 

fortemente correlacionados (ɟ = 0.71) de modo que não há perda de generalidade em usar apenas 

uma das provas. 
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 Em números, em 2010 um total de 26.618 alunos do ensino fundamental continuava no sistema seriado de ensino 

de 8 anos, em um total de 3.037.343 de alunos do fundamental em Minas Gerais. 
82

 Recentemente, em 2012, o MEC criou a Provinha Brasil (http://provinhabrasil.inep.gov.br/), um exame em duas 

etapas para alunos do segundo ano do ensino fundamental, permitindo um acompanhamento longitudinal no segundo 

ano. No entanto, dado a novidade do banco, não foi possível que ele estivesse disponível nas etapas iniciais de 

elaboração deste trabalho. 
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Dados de registro administrativo da gerência de cadastro da PBH estão presentes no GRAF. 1 

abaixo. Eles apresentam o número de alunos que requisitaram entrada no sistema para a primeira 

série desde 1994 até 2013. Os dados se referem à demanda feita pelos pais no ano anterior e não 

necessariamente correspondem ao total de alunos que efetivamente se matricularam e estão 

presentes no Censo Escolar.  

 

Essa demanda é realizada nas agências dos Correios, geralmente no mês de agosto, as matrículas 

são realizadas em dezembro e o início efetivo das aulas se dá no ano seguinte. Dessa forma, os 

37.667 alunos requerentes de 1994 que aparecem no gráfico se referem ao biênio 1993-1994, a 

mesma regra é aplicada para os anos seguintes. 

 

Gráfico 1 - Evolução da Demanda do Cadastro Escolar realizado nos Correios de BH 

 

 Fonte: Dados de registro da gerência de Cadastro PBH/PRODABEL (2013). 

 

Observa-se que o total da demanda tem apresentado grande tendência de queda (cerca de 50% em 

18 anos), muito provavelmente por motivos demográficos. Em 2011, por conta da mudança do 

ensino fundamental para 9 anos, o registro passou a contar com o 9º ano do ensino fundamental. 
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O GRAF. 2 abaixo apresenta a distribuição da demanda de acordo com o ano escolar dos alunos 

para 2012-2013. Nota-se que o primeiro ano conta com o maior número de alunos demandantes. 

Depois de matriculados em uma escola no primeiro ano ou em qualquer outra etapa de ingresso, 

as matrículas nos períodos subsequentes são automáticas e mantidas na mesma escola sugerida no 

processo inicial, a não ser nos casos de exceção relatados no capítulo 2. 

 

Gráfico 2- Distribuição da demanda no Cadastro Escolar de BH no ano de 2012-2013 

 

Fonte: Dados de registro da gerência de Cadastro PBH/PRODABEL (2013). 

 

O Censo Escolar é realizado pelo MEC desde o início dos anos 90 e recentemente, em 2007, 

passou por uma reformulação (o Educacenso) que possibilitou inclusão de mais informações e de 

maneira mais confiável. Neste trabalho o banco de endereços dos alunos é proveniente do Censo 

Escolar. Além da informação de endereços, o censo possui algumas características pessoais dos 

alunos como nome completo, sexo, cor, idade, código da escola e outras informações cadastrais 

(ver descrição das variáveis na TAB. 8). Cada linha do banco representa um aluno e o censo 

escolar possui todas as matrículas para o 5º ano no início do ano letivo. No caso, o banco possui 

29.256 linhas (entre alunos regulares e especiais). 

 

Para união das bases do Censo Educacional e do PROEB foram necessárias informações 

confidenciais com os nomes dos alunos e endereços. A informação dos nomes, em geral, não está 
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disponível no Censo Escolar fornecido pelo MEC. Em Junho de 2012, foi assinado um termo de 

confidencialidade com a Secretaria Estadual de Educação que disponibilizou dados com as 

informações de nome e endereço dos alunos (as condições do termo assinado estão no Anexo E). 

 

O banco de dados do PROEB traz, além da importante informação de proficiência, informações 

úteis como a escolaridade da mãe, o padrão de consumo de bens duráveis da família e se a família 

do aluno é ou não beneficiária do programa federal bolsa família (TAB. 8). O PROEB está 

inserido no Sistema Mineiro de Avaliação da Educação Pública (SIMAVE), que aplica, a cada 

ano, provas para alunos do 5º e 9º anos do fundamental e para o 3º ano do ensino médio. As 

provas abordam conhecimentos das disciplinas de matemática e língua portuguesa. 

 

O SIMAVE foi implantado no ano de 2002 e primeiramente se restringia a escolas estaduais e 

aplicava provas de matemática e português em anos alternados. Desde então, o sistema ampliou 

seu uso e aproveitamento, e hoje conta com a participação de todas as escolas públicas estaduais 

e municipais de Minas Gerais. As provas de ambas as matérias são aplicadas anualmente no final 

do período letivo. 

 

A proficiência obtida por meio do exame do PROEB é dada em uma escala padronizada, 

correspondente à escala SAEB (Sistema nacional de Avaliação da Educação Básica). A escala se 

situa entre 0 (nota mínima) e 500 (nota máxima). Os extremos dessa escala raramente são 

alcançados pelos alunos. Em verdade, a nota obtida no PROEB não se refere a um sistema de 

pontuação clássico, mas sim a uma escala padronizada dada pelo conjunto da Teoria de Resposta 

ao Item (TRI)
83

.  

 

Sendo assim, o nível de proficiência em que o aluno se encontra é mais representativo do que o 

escore absoluto obtido em uma prova com nota dada pela soma do número de acertos. Além 

                                                           
83

 Na Teoria da Resposta ao Item (TRI), também chamada de modelos de características latentes, a medida não é a 

nota da prova dada pelo n¼mero de itens acertados, mas sim um par©metro óɗô que representa uma característica 

latente do aluno, uma predisposição de acerto de itens que são classificados de acordo com a prova. Em geral, 

modela-se a TRI de acordo com a probabilidade de acerto ὴ—  e um dado parâmetro bi que revela a 

dificuldade de um item. No caso do PROEB outros parâmetros são utilizados para maior adequação dos resultados, 

ver Soares (2005) e Soares & Pereira (2002) para aplicações da TRI nos exames feitos em Minas Gerais e Linden & 

Hambleton (1997) e Hambleton, Swaminathan, & Rogers (1991) para mais detalhes do método TRI. 
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disso, o método permite a comparação entre turmas de alunos diferentes, séries e entre diferentes 

anos e períodos letivos, sendo possível comparar a evolução ao longo dos anos e das etapas. A 

compatibilidade do PROEB permite comparações com resultados já conhecidos da literatura de 

proficiência e desempenho educacional. A análise elaborada na tese se delimita a um corte 

temporal no ano de 2010.  

 

Com o passar do tempo, convencionou-se dividir a escala em 4 níveis: 1) abaixo do básico (y < 

150); b§sico (150 Ò y < 200); intermedi§rio (200 Ò y < 250); e avançado (y Ó 250).
84

 A FIG. 10 

apresenta a escala e os seus intervalos, destacando os cortes de proficiência mencionados. 

 

Figura 10 - Níveis de proficiência do PROEB em Língua Portuguesa para a 5º ano 

 

Fonte: Elaboração do autor. 

 

Excetuando-se os alunos que não fazem a prova e ficam com informação faltante no escore, notas 

de proficiência abaixo de 50 pontos são raras. O capítulo 6 mostrará que a menor nota de Língua 

Portuguesa que ocorre para o 5º ano no banco processado é de 73,73. Também é muito raro um 

                                                           
84

 O óyô representa o escore de profici°ncia y  ɴR, os valores de corte correspondem à escala do 5º ano na prova de 

Língua Portuguesa. Para ver a escala de resultados do PROEB para outras séries pode se consultar o portal do 

SIMAVE na internet: http://www.simave.caedufjf.net/fique-por-dentro/. Uma tabela com a escala completa sugerida 

para o PROEB pode ser também encontrada em Delgado e Miranda-Ribeiro (2012, p. 14). 

Abaixo do 
Básico Básico Interm. Avançado

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Escala de proficiência do PROEB

http://www.simave.caedufjf.net/fique-por-dentro/
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aluno de 5º ano estar perto dos 500 pontos, nível difícil de ser alcançado até por alunos do 3º ano 

do ensino médio (para um aluno de 5º ano alcançar esse nível seria necessário ele ter 

conhecimentos de leitura e interpretação de textos exigidos de um aluno de ensino médio). Em 

2010, o máximo alcançado por alunos do 5º ano no banco de dados processado é 349,90. 

 

A TAB. 8, a seguir, apresenta as variáveis disponíveis nos dois bancos de dados do Censo 

Escolar e do PROEB. Na coluna óvariávelô apresenta-se a ordem e o nome da variável utilizada e 

na coluna ótipoô apresenta-se a forma de armazenamento da variável no banco (número inteiro, 

variável categórica, formato de data, alfanumérica, etc.). A ódescri­«oô apresenta uma breve 

definição da variável. Variáveis que foram utilizadas como variáveis-chave para a fusão dos 

bancos estão sublinhadas. As vari§veis com o prefixo ñcod_ò representam variáveis de código, 

ócod_entidadeô é a mais importante delas, pois traz o código numérico da escola. Esta variável se 

encontra em todos os três bancos. Há também dados de endereço dos alunos e das escolas. 

 

Quando o endereço se refere à escola ele possui o sufixo ó_escô para indicar que se trata de um 

endereço do banco de escolas. Por exemplo, o CEP da escola aparece na vari§vel: ócep_escô. No 

caso do CEP do aluno, a vari§vel se chama apenas ócepô e está no banco de dados do Censo 

Escolar. 

 

O banco do Censo Escolar aqui empregado não traz, todavia, todas as variáveis presentes no 

levantamento completo. Para o banco aqui utilizado, foram listadas apenas algumas das variáveis 

mais importantes. Ao final do processo de seleção, o banco do Censo Escolar permaneceu com 

26 variáveis. Procedimento similar ocorreu com o banco de dados do PROEB, que possui outras 

informações além das destacadas na TAB. 8. Ao final do processo de seleção das variáveis mais 

importantes, o banco de dados do PROEB aqui utilizado contou com 32 variáveis ao todo.  

 

O banco de dados de escolas está completo, tal como foi recebido da SEE/MG, e nele constam 9 

variáveis (TAB. 9). 
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Tabela 8 - Variáveis do Censo Escolar e do PROEB (nome, tipo e descrição) 

Censo Escolar Banco do PROEB 
Variável Tipo Descrição Variável Tipo Descrição 

1.ano Int. Ano do censo. 1.cod_proeb Int. Código 6 dígitos do aluno 

no proeb 

2.cod_matricula Int. Código de 8 dígitos 

matrícula do aluno 

2.cod_entidade Int. Código da entidade, 8 

dígitos. 

3.cod_aluno Num. Número de 12 dígitos 3.dependencia Categ Estadual ou Municipal 

4.dia Int. Dia que nasceu 4.cod_regional Int. Código 2 dígitos da 

regional ensino 

5.mês Int. Mês que nasceu 5.cod_rota Int. Código 2 dígitos para o 

local das provas. 

6.ano_nasc Int. Ano que nasceu 6.turno Categ Integral, Manhã e Tarde 

7.idade Int. Idade anos completos 7.nome_aluno Alfab Nome por extenso do 

aluno, limite de 54 

caracteres. 

8.sexo Categ Categ·rica ñFò e ñMò 8.nome_escola Alfab Nome da escola limite de 

38 caract. 

9.cor Categ Cor por extenso. 9.reg_proeb Categ Metropolitana A,B, e C 

10.cod_munic_nasc Num. Codigo do IBGE 7 

dígitos do município 

onde nasceu 

10.proficiência Num. Proficiência em Língua 

Portuguesa na escala 

PROEB 

11.sigla_end Categ Sigla do estado onde 

mora 

11.estudo_mae Int. 6 categorias para os anos 

de estudo da mãe. 

12.cod_municipio_ Int. Codigo do IBGE 7 

dígitos do município. 

12.estudo_pai Int. 6 categorias para os anos 

de estudo do pai. 

13.id_zona_resid Categ Zona urbana ou rural 13.rua_calcada Int. Se a rua onde mora é 

calçada: 0 ñN«oò; 1 ñSimò. 

14.mod_ensino Categ Especial ou regular 14.agua Int. casa onde mora tem água 

encanada: 1ñSimò; 0 ñN«o. 

15.cod_turma Int. Código da turma 7 

dígitos 

15.banheiro Int. Sua a casa onde mora tem 

banheiro: 0 ñNenhumò; 1 

ñUmò; 2 ñDoisò; 3 ñTrês 

ou maisò. 

16.turma_unificada Categ Se é unificada com 

s®ries: ñN«oò,ñMulti-

fluxoò ou ñFluxoò 

16.radio Int. Se possui rádio em casa: 0 

ñNenhumò; 1 ñUmò; 2 

ñDoisò; 3 ñTr°s ou maisò. 

17.cod_tipo_turma Int. ñ0ò Normal, ñ2ò 

Internato 

17.geladeira Int. Se possui geladeira em 

casa: 0 ñNenhumaò; 1 

ñUmaò; 2 ñDuasò; 3 ñTr°s 

ou maisò. 

18.cod_entidade Int. Código da entidade, 8 

dígitos.  

18.tvcores Int. Se possui TV em cores em 

casa: 0 ñNenhumaò; 1 

ñUmaò; 2 ñDuasò; 3 ñTr°s 

ou maisò. 

19.id_adm_escola Categ Estadual ou Municipal 19.maquina_lavar Int. Se possui máquina de lavar 

roupa em casa: 0 

ñNenhumaò; 1 ñUmaò; 2 

ñDuasò; 3 ñTr°s ou maisò. 

20.nome_aluno Alfab Nome por extenso do 

aluno, limite de 33 

caracteres. 

20.automovel Int. Se possuem automóvel: 

ñNenhumò; 1 ñUmò; 2 

ñDoisò; 3 ñTr°s ou maisò. 

(Continua) 
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(Continuação) 

Censo Escolar Banco do PROEB 
Variável Tipo Descrição Variável Tipo Descrição 

21.dt_nasc Data Data de nascimento 

dd/mm/aaaa 

21.dvd Int. Se possui aparelho de dvd em 

casa: 0 ñNenhumò; 1 ñUmò; 2 

ñDoisò; 3 ñTr°s ou maisò. 

22.desc_end Alfab Endereço, rua, av. etc 22.bolsa_fam Int. Família recebe benefício do 

bolsa fam²lia: 0 ñN«oò; 1 

ñSimò.  

23.end_comp Alfan Complemento do end 23.repetiu Int. Se o aluno já repetiu de ano. 0 

ñNenhumaò; 1 ñUma vezò; 2 

ñDuas vezesò;3ñtr°s ou maisò. 

24.bairro Categ Bairros 24.computador Int. Computador em casa 0 ñN«oò; 

1ñSim, sem acesso ¨ internetò; 

2ñSim, com acesso ¨ internetò. 

25.cep Int. Número do CEP, 8 

dígitos 

25.dever Int. Faz dever de casa. 0 ñn«o 

porque meus professores não 

passam dever de casaò; 1 

ñn«o, meus professores 

passam dever, mas eu não 

fa­oò; 2 ñsim, ¨s vezes, fa­o 

os deveres de casaò; 3 ñsim, 

sempre fa­o os deveresò. 

26.end_numero Alfan Número endereço  26.estuda Int. Estudar com frequência: 0 

ñn«o, não tenho o costume de 

estudarò; 1 ñestudo apenas 

quando tem provaò; 2 ñfa­o as 

tarefas e estudo mais um 

poucoò;3ñestudo independente 

de tarefas ou provasò. 

   27.pais_dever Int. Pais pedem o dever de casa: 0 

ñn«oò; 1 ñês vezesò; 2 ñquase 

sempreò; 3 ñsempreò. 

   28.pais_ajudam Int. Pais ajudam a fazer o dever: 0 

ñn«o fa­o dever de casaò; 1 

ñn«oò; 2 ñsim, sempreò.  

   29.atenção Int. Os alunos prestam atenção ao 

que o professor: 0 ñn«oò; 1 

ñem algumas aulasò; 2 ñna 

maioria das aulasò; 3ñsempreò 

   30.barulho Int. Há barulho em sala de aula: 0 

ñn«oò; 1 ñem algumas aulasò; 

2 ñna maioria das aulasò; 

3ñsempreò. 

   31.falta_prof Int. O professor falta às aulas: 0 

ñnuncaò; 1 ñem algumas 

aulasò; 2 ñna maioria das 

aulasò; 3ñsempreò. 

   32.educ_física Int. Na sua escola existe educação 

f²sica: 0 ñn«oò; 1 ñsim, uma 

vez por m°sò; 2 ñsim, uma vez 

por semanaò; 3 ñsim, duas 

vezes por semana ou maisò. 

Obs.: Significado as siglas para os tipos usados nessa tabela estão no Anexo F. 

Fonte: Censo Educacional, 2010 e PROEB, 2010. 
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Tabela 9 - Variáveis no banco de dados de Escolas (nome, tipo e descrição) 

Banco de Escolas 

Variável Tipo Descrição 

1.cod_entidade Int. Código da entidade, 8 

dígitos. 

2.nome_escola Alfab. Nome da escola limite de 50 

caracteres. 

3.dependência Categ. ñEstadualò ou ñMunicipalò 

4.situacao Categ. ñAtivaò ou ñParalisadaò 

5.endereco_esc Alfab Endereço da escola com 

limite de 32 caracteres 

6.num_esc Int Código com número da 

escola, similar ao cod_escola 

7.bairro_esc Categ. Bairro da escola 

8.cep_esc Int. CEP da escola, 8 dígitos 

9.telefone Int. Telefone da escola, 8 dígitos 

Obs.: Significado as siglas para os tipos usados nessa tabela estão no Anexo F. 

Fonte: Dados da SEE-MG. 

5.1. Tratamento e Processamento para união dos Bancos de dados. 
 

O objetivo da presente seção é descrever os procedimentos de compatibilização dos bancos do 

censo escolar e do PROEB. Para que se possa avaliar o efeito do local e moradia do aluno na 

proficiência e em outros fatores do aprendizado é preciso obter uma base que una essas 

informações que estão separadas nos três bancos. Para realizar a tarefa de união dos bancos é 

necessário obter variáveis-chave que codifiquem igualmente cada aluno presente nas duas fontes. 

 

Infelizmente as bases do Censo Escolar e do PROEB não foram pensadas conjuntamente e há 

problemas de compatibilização entre os dois bancos. Não existe uma variável-chave exata que 

possa uni-los, o número do aluno disponível no Censo Escolar não é o mesmo número 

empregado no PROEB. Contudo, felizmente, as duas bases perguntam o nome completo dos 

alunos e empregando procedimentos de pareamento de edição de caracteres, pode-se fazer a 

compatibilização entre os dois bancos. 
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Como ressaltado na introdução do capítulo, a principal variável chave utilizada para a união dos 

bancos é a informação confidencial do nome completo dos alunos. A informação de nomes é 

obtida tanto no Censo Escolar quanto no PROEB, e de posse dessa informação é possível unir a 

base que possui os endereços com a que possui a proficiência e outras características dos alunos. 

A FIG. 11, a seguir, apresenta um esquema representando a união dos dois bancos: 

 

Figura 11 - Representando a união dos bancos do Censo Escolar e do PROEB 

 Banco do 

Censo Escolar 

+ 

Banco do 

PROEB 

= 

Banco Processado 

Variável-chave nome_aluno nome_aluno nome_aluno 

Variável-chave cod_entidade cod_entidade cod_entidade 

variáveis 

endereço e 

características 

pessoais 

proficiência, 

bens de consumo, 

características 

familiares 

endereço, 

proficiência, 

características 

pessoais e familiares 

Fonte: Elaboração do Autor. 

 

A adoção do nome do aluno como variável chave requer alguns procedimentos para a 

compatibilização dos bancos. Nesse tipo de variável há grande ocorrência de nomes truncados, 

erros de digitação, abreviações, informações incompletas, variações fonéticas e diversas outras 

variantes.  

 

Em primeiro lugar temos que o nome dos alunos na base do Censo Escolar está truncado em até 

33 caracteres (incluindo espaços). É uma linha grande o suficiente para distinguir grande parte 

dos nomes dos alunos, mas alguns nomes maiores ficam truncados. A ocorrência de homônimos 

com nomes maiores do que 33 caracteres é rara (5 duplas em um universo de 29.256 alunos). O 

banco do PROEB possui limite de 54 caracteres para os nomes e nenhum homônimo com mais 

de 34 caracteres. 

 

O principal problema que pode ocorrer com nomes homônimos é a troca de homônimos entre 

escolas, pois o código da escola (cod_entidade) é também utilizado como variável-chave para 

união dos bancos. Caso ocorresse mais de um homônimo em uma mesma escola, não haveria 
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como distinguir quem é quem na base de dados. Felizmente, não há no banco nenhuma 

ocorrência de homônimos estudando na mesma escola. 

 

Como ressaltado na introdução do capítulo, o banco do Censo Escolar possui 29.256 alunos. O 

banco do censo possui informações completas e a única variável que possui perda de informação 

(missings) é raça com 17% de casos faltantes (4.904 alunos) e bairro com perda de menos de 1% 

dos dados (88 alunos sem bairro), restando 24.264 alunos.  

 

O banco de dados do PROEB para o 5º ano possuía, originalmente, 29.656 alunos. Entretanto, 

2.452 alunos não tinham informação de proficiência e outros 9 alunos não possuíam a informação 

do nome. Restaram 27.195 alunos com informação completa para essas duas variáveis 

importantes (TAB. 10).  

 

A TAB. 10 abaixo apresenta o número de linhas em cada banco, a ocorrência de homônimos 

dentro deles e o número de caracteres máximo utilizado para as variáveis de nomes e de 

endereço. 

 

Tabela 10 - Informações sobre os bancos de dados utilizados 

 Número 

de linhas 

Limite de 

Caracteres do 

nome do aluno 

Homônimos Limite de 

caracteres para 

endereço  

do aluno 

Limite de 

caracteres para 

endereço  

da escola 

Censo Escolar 5º ano 29.264 33 144 31 - 

Proeb 5º ano 27.195 54 130 - - 

Banco de Escolas 382 - - - 32 

Obs.: O sinal ñ-ò informa que o dado n«o se aplica. 

Fonte: Banco de dados do Censo Educacional, MEC/INEP 2010; PROEB, 2010; Banco de 

Escolas da Secretaria Estadual de Educação de Minas Gerais. 

 

Ao realizar a fusão dos dois bancos por meio de um matching determinístico dos nomes dos 

alunos e código de escolas, o banco resultante possui 17.792 alunos. Considerando que o banco 

do PROEB, o menor, possui 27.195 alunos, isso resultaria em uma perda de 35% da informação.  
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É possível reduzir o tamanho dessa perda com a fusão dos bancos. O principal motivo dela são os 

nomes com caracteres ligeiramente diferentes entre os dois bancos. Um exemplo fictício: 

Imagine-se que uma aluna chamada ñMariana dos Santos Pereiraò possui alta probabilidade de 

ser a ñMarina do Santos Pereiraò que estuda na mesma escola e esta listada na outra base. No 

caso do matching determinístico, essas informações de alunos com alta probabilidade de serem a 

mesma pessoa foram perdidos. Erros de digitação podem resultar em perda de informação 

relevante nesse tipo de matching por caracteres. 

 

Para contornar esse problema empregou-se outra metodologia derivada do trabalho de físico-

matemático russo Vladimir Levenshtein (1966) que propôs a distância de Levenshtein para 

edição de caracteres e para identificar quão diferente é uma sequencia de caracteres da outra. O 

princípio básico é medir quantas operações de edição (inserções, deleções e substituições) são 

necessárias para transformar uma palavra em outra. Por exemplo, no exemplo acima, a distância 

de edição do nome ñMarianaò para ñMarinaò é apenas um, pois, para transformar ñMarianaò em 

ñMarinaò basta apenas apagar o segundo óaô (trocar o óaô por nenhum caractere (ʟ)). Da mesma 

maneira, a dist©ncia de edi­«o entre ñVictorò e ñVitorò ® apenas 1, dado que ® preciso deletar o 

ócô. A distância entre ñNathaliaò e ñNatallyò ® 3, pois em ñNathaliaò ser§ preciso deletar o h, 

substituir o i por l e o a por y. 

 

O máximo a que a distância de Levenshtein pode alcançar é o limite de caracteres da palavra para 

qual se busca o pareamento e a distância de Levenshtein fornece o menor custo de edição para se 

chegar de um resultado a outro (ver Levenshtein, 1966).   

 

A distância de Levenshtein é largamente empregada para resolver problemas de variáveis-chave 

com erros de digitação ou com informação imperfeita. É também largamente empregada em 

situações de transmissão de informação com possível ocorrência de erros, na criptografia para a 

decodificação de códigos, na computação para comparar diferentes sequências numéricas, ou até 

mesmo para comparação de diferentes sequências de DNA. 

 

Para reduzir a perda do matching pode se determinar um valor máximo para a distância de edição 

permitida. O meio utilizado para esse prop·sito foi o comando óagrepô presente na linguagem 
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base do R-CRAN (linguagem usada para trabalhar nos bancos ora apresentados).
85

 Neste 

comando há duas opções possíveis para escolha do critério de corte: escolher uma fração do 

comprimento total da sequência, por exemplo, digamos que a fração escolhida seja 10%, no caso 

do exemplo da ñMariana dos Santos Pereiraò que possui 26 caracteres, o limite de 10% equivale a 

permitir a edição (deletar, inserir ou substituir) de 3 caracteres (por convenção, arredonda-se o 

valor para cima). 

 

A vantagem de se usar uma fração da extensão total da string é manter fixa a proporção da 

ocorrência de erros. Outra possibilidade é a de manter fixo o número de operações de edição para 

qualquer nome, que foi a opção adotada para a tese. Quando o objetivo não é permitir uma 

margem de erro de digitação aleatório, mas sim um erro sistemático advindo de nomes que 

podem ser escritos de mais de uma forma, não é necessário supor que a proporção de erros 

permanece constante, mas sim possibilitar liberdade para edição de fonemas e grafias passíveis 

de mais de uma representação. Dessa forma, escolheu-se um total de 9 operações de edição 

dispostas em 5 inserções, 3 remoções (deletes) e 3 substituições. Chegou-se a esses valores pela 

experimentação dos matchings.  

 

A TAB. 11 apresenta o resultado para cada uma dessas escolhas de pareamento dos nomes. As 

linhas apresentam os m®todos, a coluna óOriginalô mostra o n¼mero de alunos dispon²vel no 

banco do PROEB e a coluna óAp·s o Matchô mostra o resultado de quantos alunos tiveram os 

nomes pareados. A penúltima coluna (perda resultante) mostra em porcentagem qual é a perda da 

amostra no pareamento e a última coluna mostra o tempo total da operação no R em segundos.
86

  

 

Ocorre um trade-off entre aumentar o limite permitido para os erros de edição e a perda de dados 

reultante, quanto maior o limite de erros permitido, menor será a perda, mas pode se estar 

incluindo matchings não muito precisos no banco de dados. A última linha, que possui perda de 

15,6%, foi a opção empregada. 

                                                           
85

 O R é uma linguagem voltada para aplicação e desenvolvimento de estatística com os mais variados propósitos, o 

sítio mantenedor se encontra na seguinte URL: http://www.R-project.org/. O R foi empregado para maior parte da 

análise realizado neste trabalho. Para maiores detalhes sobre o comando óagrepô recomenda-se a página de ajuda: 

http://127.0.0.1:22405/library/base/html/agrep.html (último acesso 19/02/2013). 
86

 A versão do R é 12.15.2, o Sistema Operacional é Windows 7. Demais especificações do CPU: processador Intel 

Core, I5 (3,20 GHz) com 12 GB de memória RAM.  

http://www.r-project.org/
http://127.0.0.1:22405/library/base/html/agrep.html
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Tabela 11 - Informações após a fusão dos bancos de dados por nível de corte do agrep 

Banco do 5º ano Original 
Após o 

Match 

Perda 

Resultante 

Tempo 

computacional 

Match determinístico 

27.195 

17.792 34,6% 0,45s 

Limite de 5% 22.891 15,8% 8.604s 

Limite de 10% 22.959 15,6% 10.260s 

Limite de 15% 19.700 27,6% 12.384s 

Limite de 20% 16.310 40,0% 14.328s 

Limite de 9 edições* 22.964 15,6% 10.332s 

* Limite utilizado. 

Fonte: Dados computacionais obtidos da fusão dos bancos do Censo Educacional, MEC/INEP 

2010; e do PROEB, 2010. 

 

Outra técnica de pareamento dos dados envolve o reconhecimento por fonemas. Esse método está 

presente no pacote RecordLinkage do R.
87

 Como, em geral, os pacotes são desenvolvidos para 

fonemas em inglês ou outras línguas, esse procedimento resultou em perdas muito grandes para 

grandes amostras, revelando resultados piores do que a junção pelo critério de exatidão. Além 

disso, Zobel & Dart (1995) mostram que o número de pareamentos obtidos pelo casamento 

fonético é, no melhor dos casos, apenas igual ao pareamento exato de strings (portanto, o 

pareamento por edição de caracteres apresenta um limite inferior para a perda de dados nos 

matchings).
88

 

 

Após esta fusão resta ainda mais um passo importante que é unir o banco de escolas. Porém, 

como esse banco possui a mesma variável-chave (cod_escola) também presente no Censo 

Escolar e no banco do PROEB, não foi difícil a união dos bancos por meio desta chave, 

resultando em nenhuma perda e um banco final com endereços dos alunos, das escolas e com 

proficiência em Língua Portuguesa. Ao fim dessa fusão, por conta da perda de alunos, o banco 

final permaneceu com 296 escolas (86 escolas a menos que o total de BH). 

 

                                                           
87

 As referências sobre este pacote se encontram na página:  

http://cran.r-project.org/web/packages/RecordLinkage/index.html (último acesso, 19/02/2013). 
88

 O pareamento fonético pode ter maior utilidade em bancos dedados mais incompletos ou imprecisos. Por exemplo, 

alguns caracteres diferentes possuem muitas vezes um mesmo fonema para determinada língua, tal como muitas 

palavras com ó­, ósô e óssô do portugu°s, ou situa­»es em que o ósô possui o som de ózô. Nesses casos o matching 

determinístico acrescentará um custo de edição, e dependendo do nome, uma perda desnecessária. Portanto, pode ser 

interessante ter algoritmos soundex (como são chamados os códigos fonéticos de Newcombe et. al. 1959) para o 

português para determinados usos. 

http://cran.r-project.org/web/packages/RecordLinkage/index.html
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No banco de escolas, além das variáveis descritas na TAB. 9, foi também acrescentado o Nível 

Socioeconômico (NSE) das escolas de Belo Horizonte calculado por Alves & Soares (2012). O 

nível socioeconômico calculado pelos autores foi elaborado pelo método de Teoria de Resposta 

ao Item (TRI) utilizando variáveis presentes nos questionários aplicados aos alunos no SAEB e 

Prova Brasil, variáveis de consumo de bens duráveis, renda familiar, escolaridade e ocupação dos 

pais. O NSE utilizado para a escola é, portanto, a média dos NSEs dos alunos que estudam na 

escola e foi padronizado entre 0 e 10 e dividido nas categorias presentes na TAB. 12. 

 

Tabela 12 - Categorias do Nivel Socioeconômico das escolas (NSE) 

Valor do NSE Nome 

NSE < 3,48 Mais Baixo 

3,48 Ò NSE < 4,10 Baixo 

4,10 Ò NSE < 4,71 Médio-Baixo 

4,71 Ò NSE < 5,35 Médio 

5,35 Ò NSE < 6,18 Médio-Alto 

6,18 Ò NSE < 7,18 Alto 

7,18 Ò NSE Mais Alto 

Fonte: Índice NSE calculado por Alves & Soares (2010). 

 

Na comparação da proficiência entre o banco processado e o banco inicial completo, as 

estatísticas básicas de medição (média, mediana, quartis, variância, desvio padrão, além de alguns 

outros indicadores gráficos) não destoaram estatisticamente, ou seja, não há indícios de 

seletividade na amostra que resultou da fusão. 

 

Para o uso completo dos dados de endereços é importante georreferenciar essa informação. Por 

meio dos dados georreferenciados é possível descobrir a que distância o aluno está de cada 

escola. Essa é uma informação valiosa para o banco de dados, pois será uma das principais 

variáveis objeto de análise e é crucial para a determinação das preferências. No entanto, a 

transformação de um endereço alfanumérico em um ponto georreferenciado no espaço exige 

muitos procedimentos que serão elucidados na seção a seguir.  
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5.2. Procedimentos para o Georreferenciamento do Banco 
 

Os endereços usados cotidianamente podem ser entendidos como um processo heurístico que 

objetiva dar a exata localização de onde uma pessoa mora, estuda ou trabalha. Permite saber onde 

está localizado determinado edifício, onde se presta um serviço de atendimento ao público, e 

onde estão localizados os equipamentos e demais serviços no espaço urbano. O processo de 

deslocamento das pessoas nas cidades depende dessa comunicação de endereços. 

 

Davis Jr. & Fonseca (2007) desenvolveram trabalhos que auxiliam na codificação de endereços e 

no georreferenciamento. Para que se possa realizar isso computacionalmente é preciso 

compreender qual é o padrão de informação de endereços, e esse padrão varia de acordo com os 

costumes e as normas de cada país. No Brasil, e no banco de dados com o endereço dos alunos, a 

informação de endereços costuma a ocorrer na seguinte ordem apresentada na TAB. 13: 

 

Tabela 13 - Hierarquia de comunicação de endereços comumente utilizada no Brasil 

Tipo Nome Número do Edifício Bairro Cidade Estado País Código Postal 

Fonte: Elaboração do Autor. 

 

Um típico endereço de Belo Horizonte, como o Pal§cio das Artes, pode aparecer como: ñAv. 

Afonso Pena, 1537, Centro. Belo Horizonte, MG. Brasil CEP: 30130-004ò. Existe uma hierarquia 

de endereços apropriada para a divulgação de uma informação no espaço, em geral, os endereços 

usados cotidianamente assumem uma característica de posições relativas. A hierarquia segue um 

padrão de identificação que facilita o processo de referência. 

 

Entretanto, o fornecimento de endereços pelas pessoas podem seguir outros procedimentos, no 

caso do exemplo mencionado, trata-se de um edifício público conhecido, sendo que em alguns 

casos, omite-se o número, bairro ou mesmo outras informações. Esse é um padrão pelo qual 

humanos conseguem identificar e localizar no espa­o o ñPal§cio das Artesò, mas que torna dif²cil 

o processamento e codificação dessas informações para uma linguagem computacional. 
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Outro ponto que se acrescenta é que muitas vezes não é necessário um limite muito preciso de 

algumas informações para que se localize um endereço, uma dessas informações que as pessoas 

tipicamente possuem de maneira mais imprecisa são os limites dos bairros, por exemplo. Como o 

ñPal§cio das Artesò se situa quase no v®rtice de um pol²gono que visualmente limitaria o Centro 

poderia se ter uma informação imprecisa de que o palácio se situa no bairro Funcionários, no Boa 

Viagem ou no Santa Efigênia e ainda assim, mesmo com essa imprecisão, pode-se localizar o 

ponto geográfico do edifício.
89

 

 

O processo de georreferenciamento de um banco de endereços é, de certa maneira, similar ao 

pareamento de string enunciado na seção anterior. Tendo uma base de endereços já 

georreferenciada, onde cada endereço corresponde a um ponto no espaço (ou a um segmento ou 

polígono em alguns casos), o que precisa ser realizado é uma compatibilização entre essa base e a 

base de endereços de alunos e escolas fornecidos. De posse das informações textuais de 

endereços é possível é possível fazer um pareamento entre os dois strings. Ocorre que em caso de 

bancos de endereços, é preciso de alguns passos a mais, Davis Jr. & Fonseca (2007) apresentam 

três fases de organização para o georreferenciamento de um banco:  

 

1-Fase: etapa de parsing, essa etapa consiste em investigar qual é o ordenamento de dados de um 

banco, como ele está hierarquizado e identificar quais informações o banco possui, no caso, de 

endereços de Belo Horizonte, como destacado, a ordem seguirá tipicamente aquela apresentada 

na TAB. 13; 

 

2-Fase: etapa de matching. Após o parsing, com o banco já padronizado para a informação de 

endereços, resta fazer o pareamento entre o banco de endereços fornecido e o banco de endereços 

                                                           
89

 Sobre bairros em Belo Horizonte, ninguém tem ao certo uma medida exata da precisão dos limites e da existência 

de vários bairros em Belo Horizonte. O anexo G apresenta um mapa oficial da prefeitura de Belo Horizonte com a 

divisão de bairros disponibilizada no sítio da prefeitura: http://www.pbh.gov.br/smpl/HTA_M007.pdf (último acesso 

20/01/2013). Essas múltiplas definições ocorrem por conta das mudanças do espaço urbano, sendo sempre preciso 

haver uma adaptação entre a maneira como as pessoas entendem uma região e as modificações de ruas, casas, 

edifícios, que ocorrem naturalmente com a expansão da cidade. Em trabalho recente, Umbelino (2012) estudou como 

ocorre a expansão da malha urbana. Sobre bairros e endereços um caso interessante é o bairro de Boa Viagem, 

chamado assim pela proximidade com a Igreja da Boa Viagem, trata-se de um bairro pequeno e frequentemente 

suprimido na maioria dos endereços informados que o tomam como Funcionários, no Google maps, portal de 

informação geográficas do Google, esse bairro não está delimitado (maps.google.com.br, última pesquisa 

14/05/2013). 

http://www.pbh.gov.br/smpl/HTA_M007.pdf
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georreferenciados. Para um maior aproveitamento dessa etapa, o banco de endereços 

georreferenciado precisa ser o mais completo e preciso possível para garantir a qualidade das 

informações (adiante serão apresentados mais detalhes desse banco para Belo Horizonte). A etapa 

de matching processa o banco usando a distância de Levenshtein (1966), já abordada na seção 

anterior; 

 

3-Fase: A terceira fase é a locating, essa fase permite estipular a precisão e o tipo de informação 

georreferenciada que se pode usar. Por exemplo, se o endereço fornecido pode ser identificado 

como um ponto já georreferenciado. Caso positivo, pode-se vincular o endereço àquele ponto já 

conhecido. Em alguns casos, ocorrerá localização precisa de uma rua, mas a não identificação do 

número do edifício (ou casa) no banco georreferenciado, para esses casos adotou-se, quando 

possível, uma identificação em relação à numeração mais próxima. Em outros, casos, com menor 

precisão de informação, será possível localizar apenas a quadra ou o bairro (polígono), se não 

houver nenhuma referência mais precisa sobre o endereço, adota-se o centroide do polígono 

localizado.
90

 

 

Para o município de Belo Horizonte, Martins, Davis Jr. & Fonseca (2012) desenvolveram um 

programa que, por meio de uma base de endereços, processa as fases acima estipuladas e cria um 

banco resultante com endereços georreferenciados. Esse programa também realiza uma medida 

de precisão (GCI, Geocoding Certainty Indicator) proposto por Davis Jr. & Fonseca (2007). O 

GCI, que varia de 0 a 1, é uma medida da precisão da geocodificação obtida por meio das três 

etapas acima. Se todas as etapas acima resultaram em sucesso, o índice assume o valor de 1, pois 

GCI = 1 1 1 =1, em que há um subíndice para cada uma das fases do processamento. 

 

Pode-se obter um nível de corte do GCI para garantir a qualidade da informação no banco. Um 

GCI alto de 0,95 obteve uma localização com quase 100% de precisão, pode ter ocorrido algum 

erro na grafia do nome da rua ou na indicação do bairro, mas o processamento conseguiu 

verificar que aquele endereço, com grande chance, está correto. Uma questão importante, então, 

trata de delimitar um valor de corte (threshold) para o valor do GCI, quanto menor o GCI 

                                                           
90

 Os passos do georreferenciamento estão aqui enunciados em linhas gerais dado que não é objetivo fornecer 

contribuições teóricas para esta etapa, para maiores detalhes ver Davis Jr. & Fonseca (2007, p. 116-122). 
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adotado menor a perda de informação no banco, porém, maior a imprecisão de algumas 

informações. Do contrário, valores de corte muito altos para o GCI, igual a 1,00, por exemplo, 

podem propor cortes muito rigorosos, sendo que se consegue uma qualidade boa da informação 

para GCI menores, mas próximos daquele valor.  

 

Os GRAFs 3 e 4 abaixo apresentam um histograma do GCI e sua função acumulada. Nota-se que 

tanto pelo histograma, quanto pela função de densidade acumulada, há uma alta frequência de 

GCI com valor 1, isso mostra que a maioria (71%) dos alunos está com um endereço para o qual 

se conseguiu precisão máxima no georreferenciamento. 

  

Gráfico 3 - Histograma do Geocoding Certainty Indicador (GCI) 

 

Fonte: Banco de dados geoprocessado (2010). 
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Gráfico 4 - Função de Densidade Acumulada do Indicador (GCI) 

 

Fonte: Banco de dados geoprocessado (2010). 

 

O procedimento de georreferenciamento contou com um número de alunos (22.782) um pouco 

menor do que o obtido após a fusão dos bancos descrita em 5.1, pois 172 alunos não tiveram o 

endereço identificado ou possuíam variáveis de endereço completamente vazias. Isso ocasionou 

nova perda no banco, embora muito pequena.  

 

A TAB. 14 abaixo apresenta a relação entre os valores de corte de GCI e a perda de informação 

do banco. O valor do GCI adotado foi 1,00, por conta de uma necessidade de obter um banco 

para o qual se possua informações precisas dos endereços. Optou-se pelo banco de 16.354 alunos 

com um endereço 100% preciso. Embora essa escolha reduza significativamente o tamanho da 

amostra em relação ao banco inicial, ela garante ainda grande representatividade dentro do 

universo de alunos de BH.  
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Tabela 14 - Valores de corte do GCI, número de alunos e perda resultante 

Valor de corte 

do GCI 

Número de 

alunos após o 

corte 

Perda Total 

Resultante 

0,00 22.781 0% 

0,45 20.992 7,8% 

0,65 18.642 18,1% 

0,85 17.105 22,7% 

0,95 16.651 26,9% 

1,00 16.354 28,1% 

Fonte: Banco de dados geoprocessado (2010). 

 

O GRAF. 5 apresenta o boxplot da variável proficiência para o banco original e o banco final 

processado que será utilizado daqui em diante, a diferença de médias está ainda dentro do 

intervalo de confiança, sendo um pouco maior para o banco final. 

 

Gráfico 5 - Boxplot da proficiência entre o banco original e o banco final geoprocessado 

 

Obs.: Nota-se que não há diferença significativas de médias da proficiência entre os dois bancos. 

Fonte: Banco de dados geoprocessado (2010). 
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Ao final da etapa de geoprocessamento, obtêm-se um sistema completo de informação de onde 

residem os alunos e onde estão as escolas no espaço urbano. Com isso, calculou-se a distância 

euclidiana,
91

 em Km, da residência até a escola para cada aluno fornecendo uma matriz de 

distâncias, importante para o estabelecimento de possíveis preferências teóricas. Os dados de 

distâncias são usados na análise descritiva do próximo capítulo e serão abordados em detalhes.  

 

O mapa 1-a abaixo mostra os alunos e as escolas dentro do limite de Belo Horizonte e o mapa 2-b 

mostra a densidade de kernel para alunos em um raio de 2 Km, as cores escuras (para o vermelho 

escuro) indicam uma baixa densidade de alunos e as cores claras (do amarelo ao branco) indicam 

uma alta densidade (esse mapa possui as divisões administrativas da cidade). 

 

Mapa 1 - a) Alunos e Escolas de Belo Horizonte representados por pontos e b) Mapa de 

Densidade aluno por Km² 

 

Fonte: Banco de dados geoprocessado (2010). 

Obs: Para melhor visualização, o mapa a) apresenta uma amostra de 30% dos alunos.  

                                                           
91

 O programa desenvolvido por Martins, Davis Jr. & Fonseca (2012) estabelece as coordenadas do ponto geográfico 

em termos de graus de latitude e longitude, que podem ser convertidas na distância em metros. Em geral, para mapas 

de pequenas áreas, tais como de uma cidade, coordenadas planas são ideais para cálculo de distâncias e demais 

tarefas de georreferenciamento. No caso, as coordenadas de latitude e longitude foram transformadas em 

coordenadas UTM (Universal Transverse Mercator) um modelo simples de conversão estabelece: ὼ Ὑ— π e 

ώ Ὑ ÌÎÔÁÎ , em que x e y são longitude e latitude em metros do UTM,  R é o raio da Terra em metros, ɗLon 

e ɗLat são os graus de latitude e longitude em radianos. Em verdade, o sistema utilizado para Belo Horizonte é o 

UTM-23S-WGS84 que possui alguns refinamentos para a conta acima. Por meio dos pontos (x,y) da residência do 

aluno e da escola, facilmente se consegue a distância euclidiana em metros.  
















































































































































































































































































































